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Notadon 


a A 6 ; el mfnimo entre ay b 
a V 6 : el maximo entre ay b 
: complemento de A 
DA : frontera de A 
A := A U dA : clausura de A 




1 six e A 

0 si a; e A'^. 


Si a; G IR*^ ; |a;p ;= YAi=i 
B{x, r) := {y G IR^ : \y — x\ < r} 

B[x, r] := {y G IR'^ : ||/ — a;| < r} 

(•, ■) : producto escalar 

e* := 1 < ■* < c?, donde 5ij es el sfmbolo de Kronecker. 

Si 2 : G IR'^^'" : 2 ;* = transpuesta de 
Tr{z) = traza de 2 : 

\\z\\‘^-.= Tr{zzA = T.UT.7=M^" 

Para E C IR*^ abierto notaremos: 

C{E) = {/ : E —)■ IR I / es continua} 

C{E) = {/ G C{E) : / es uniformemente continua sobre subconjuntos acotados de E} 

Asr, si / G C{E) entonces / se extiende continuamente sobre E. 

Cb{E) = {/ G C{E) : / es acotada} 

C^{E) = {/ : i? —)■ IR I / es /c—veces continuamente diferenciable} 

C’^{E) = {/ G C^{E) : las derivadas parciales de / hasta el orden k tienen extensiones continuas 
sobre E} 

C^{E) = {/ G C^{E) : / y sus derivadas parciales hasta orden k son acotadas} 

C^{E) = r\ZiC\E) 

C([0,T] X E) = {/ : [0, T] X E —)■ IR I / es continua} 

Ci’2((0,T)xE) = {/GC([0,T]xE):f, ^ son continuas sobre (0, T) x E} 

C^’^([0,T) X E) = {/ G C^’^((0,T) X E) : tienen extensiones continuas sobre 

[0,T)xE} 
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Si / G C^{E), el gradiente de / con respecto a a; se define por 


V./: = 


dxi ’ 


dxj' 


Para las derivadas de orden mayor usaremos la notacion 


Dtf = 


■ ■ ■ dx^/ 


donde a = (ai,..., a^), ctj = 0,1,2,... y |q;| = ai + ■ ■ ■ + 

Dados dos espacios medibles {E‘^,£‘^), y una funcion f : E^ ^ E'^, diremos que / es 

medible si para todo A e 8'^ se tiene f~^{A) G 8^. 

Para x G IR'^ fijo, se define la medida de Dirac concentrada en x, denotada por ex, como ex{A) := 
1^(0;). 


fn > / convergencia siempre 

n^oo 

p 

/„-)■ / convergencia en probabilidad 

n^oo 
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Introducdon 

Este documento tiene como propdsito recopilar y presentar de la manera mas auto-contenida posi- 
ble resultados esenciales del calculo estocastico y de la teoria de eeuaeiones difereneiales estoeasti- 
eas y su eonexion eon problemas de valor final de eeuaeiones difereneiales pareiales lineales de 
segundo orden. 

El material aquf ineluido ha sido tornado en gran parte de los libros HERIE 75l . UKA/SH 9111 . 
HTUDOR 971 y HBL/MU 0311 . Para la leetura de estas notas se requieren buenos eonoeimientos de 
teorfa de la probabilidad y eeuaeiones difereneiales. Conoeimientos basieos de teoria de la medida 
y proeesos estoeastieos son reeomendables pero no obligatorios. 

1. Calculo estocastico 

1.1. Proeesos estoeastieos 

A lo largo de estas notas (fl, T^ P) sera un espaeio de probabilidad fijo. Diremos que un evento 
T oeurre casi siempre (abreviado c.s.) si P(A) = 1. 

Definicion 1.1. Un proceso estocastico con pardmetro de tiempo continuo es una familia X = 
de variables aleatorias definidas sobre (U, P) y eon valores en un espaeio medible (U, 8) 
llamado espaeio de estados. 

Para eada oj E Vt fijo, la funeion t h- )■ Xt{u) es llamada la trayectoria o realizacion del proeeso 
X asoeiada a ce. En oeasiones restringiremos el parametro de tiempo f a un intervalo eontenido en 


[0,cx)). 


Definicion 1.2. Sean X = {Xt)t>o, Y = (Ut)t>o proeesos estoeastieos definidos sobre el mismo 
espaeio de probabilidad (U, X, P) y eon valores en (U, 8). Diremos que 

(a) X es una modificacion o version de U, o que X y Y son equivalentes, si para todo f > 0 se 

tiene que P(Xt = Yt) = 1, 

(b) X yY son indistinguibles si P{Xt = Yt, \/t > 0) = 1. 

Claramente la segunda propiedad impliea la primera. Sin embargo, dos proeesos pueden ser equi¬ 
valentes pero tener trayeetorias eompletamente distintas. El siguiente es un tfpieo ejemplo: 


Ejemplo 1.3. Considere una variable aleatoria r real positiva eon distribueion eontinua, y sean 
Xt = 0y 



para t > 0. Entonees Y es una modifieaeion de X, pues 

P{Yt = Xt) = P(r ^ f) = 1, Vf > 0. 
Sin embargo, P(Xi = Yj, Vf > 0) = 0. 
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Para nuestro propdsito, la mayoria de las veces el espacio de estados sera el espacio EucKdeo 
d—dimensional equipado con su a—algebra de Borel e.d. E = IR'^, £ = i3(lR'^), donde B{U) 
denota la a—algebra generada por los conjuntos abiertos de un espacio topologico U. 

Definicion 1.4. Diremos que un proceso X = {Xt)t>o con valores en IR*^ es continuo c.s. (resp. con- 
tinuo por la derecha c.s., resp. continuo por la izquierda c.s.) si para casi todo cu G la aplicacion 
t HG Xt{u) es continua (resp. continua por la derecha, resp. continua por la izquierda). 

Teorema 1.5. Sean X = {Xt)t>o y Y = {Yt)t>o dos procesos con valores en IR*^, equivalentes y 
continuos por la derecha c.s. (resp. continuos por la izquierda c.s.), entonces X y Y son indistin- 
guibles. 

Demostracion. Por ser equivalentes, P(X,, ^Yr) = 0 para todo r G Q+ = Q fl [0, cx)). Sea 

G = U {A', i;}, 

reQ+ 


entonces P(G) = 0. Si cu ^ G entonces Xt(u) = Yt(u), \/t G Q+, y por la continuidad a derecha 
(resp. continuidad a izquierda) Xt{uj) = Yt{u), Vt > 0, es decir, 

{X,^Y,}CG, Vt>0, 

luego ^ implica P(Xt = Yt, Vt > 0) = 1. □ 

Cuando decimos que un proceso estocastico X = {Xt)t>o es una familia de variables aleatorias con 
espacio de estados comiin (E, £), imphcitamente estamos diciendo que cada Xt es medible. 
Sin embargo, X es realmente una funcion de dos variables y en ocasiones es conveniente 

tener medibilidad con respecto a ambas variables: 

Definicion 1.6. Sea X = {Xt)t>o un proceso estocastico definido sobre (fl, E, P) y con espacio de 
estados (E, £). Diremos que X es un proceso medible si la aplicacion 

([0,cx)) X fl, i3([0, CX))) ® E) —)■ {E,£)) 

I—)■ Xt{uj) 


esi3([0,cx)) ® medible. 

Definicion 1.7. Una filtracion en (fl, J^) es una familia de sub-a-algebras, contenidas en 

E, tales que Et Y Es < s. A1 sistema (fl, E, {Et\t>oi P) se le llama espacio de probabilidad 
filtrado. 

Ejemplo 1.8. Para un proceso estocastico X = {Xt)t>o hjo, la familia de sub-a—algebras {Vv^}t>o 
definida por 

E^ := a(Xs : 0 < s < t), t > 0 

es una filtracion en (fl, E) y se denomina \di filtracion canonica asociada al proceso X. 

Notacion. Para una filtracion fija notaremos 

Eoo •= ; Et+ .= 
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Definicion 1.9. (a) Una filtracion se dice continua a derecha si para cada t > 0. 

(b) Diremos que una filtracion satisface las condiciones usuales si es continua a derecha 

y Fq contiene todos los conjuntos P—nulos de U. 

Definicion 1.10. Sea (U, IF, {Ft}t>o-, P) un espacio de probabilidad filtrado y sea X = {Xt)t>o un 
proceso estocastico definido sobre (U, F, P) y con espacio de estados {E,S). Diremos que 

(i) X es adaptado a {Ft}t>o si para cada t > 0, es medible, es decir, F^ C Ft para cada 

t > 0. 

(ii) X es progresivamente medible con respecto a {Ft}t>o si para cada t > 0 la aplicacidn 

: ([0,1] X n,B{m)®Ft) {E,S) 

{s,u) I—^ Xs{u) 


es 0 medible. 

En ocasiones, escribiremos solo Xj—medible en vez de medible, si no hay lugar a confusion 

sobre la a—algebra S. 

Evidentemente todo proceso prog, medible es adaptado y medible. El siguiente teorema, debido a 
Chung & Doob UCH/DO 651 . nos dice que el reclproco, en cierto sentido, tambien es valido: 

Proposicion 1.11. Sea X = {Xt)t>o wn proceso real medible y adaptado a una filtracion {Ft}t>o- 
Entonces X posee una version progresivamente medible. 

Ea extensa demostracion de este resultado se puede encontrar en HMEYE 6611 . Sin embargo, dado 
que casi todos los procesos de nuestro interes son continuos a derecha (o a izquierda), se puede 
establecer, bajo estas condiciones, un resultado similar y cuya prueba es mucho mas facil: 

Teorema 1.12. Si X = {Xt)t>o es un proceso con valores en IR'^, continuo por la derecha (o por la 
izquierda) y adaptado a una filtracion {Ft}t> 0 i entonces es prog, medible. 


Demostracion. Asumamos que X es continuo por la derecha c.s. (el caso continuo por la izquierda 
es similar): sea 1 > 0 fijo, y para cada n > 1 defina /„ : [0,1] x U —)■ IR'^ por 


fn{s,u:) : = 


Xo(a;) si s = 0, 

si <s<jt/2^, j = l,...,2". 


Por la continuidad a derecha, fn{s,u) ->■ X|[otixo(-s,a;) para casi todo (s,a;) € [0,1] x U, y 

cada fn es -B([0, 1]) 0 Xt/i3(IR'^)— medible, pues para todo A G i3(]R'^) se tiene que 

fn\^) = e [0,1] X U : fn{s,u) G A} 


— ({0} ^ {^0 ^ ^}) U ( IJ y 2" >2" 


i=i 


(i-i)* jt 


X {X(^j-i)t/2" G A^ j G i3([0,l]) 0 Xt. 


Entonces el llmite Xj^^ es tambien B{[0, 1]) 0 Xi/i3(lR'^)—medible. 


□ 
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Definicion 1.13. Sea (f2, T^ P) un espacio de probabilidad filtrado. Una variable aleatoria 

r : (U, J^) —)■ [0, cxd] se llama un tiempo deparada eon respeeto a (o tiempo de parada) 

si el evento {t < t} G J^t para todo t > 0. 

Definicion 1.14. Sea X = {Xt)t>o con espaeio de estados (IR'^, i3(lR^)) y sea A G i3(lR‘^). La 
variable aleatoria : U —)■ [0, cx)] definida por 

ta(cij) := mf{t > 0 : Xt(uj) G A} (Ll.l) 


se denomina la primera entrada (o primera visita) del proeeso X al eonjunto A. 


Proposicion 1.15. Sean X, Ay ta como en la definicion 1.14 


(a) Si X es continuo a derecha y A es un eonjunto abierto entonces ta es un lFt+—tiempo de 
parada. 


(b) Si X es continuo y A es un eonjunto cerrado entonces ta es un Xt—tiempo de parada. 


Demostracidn. (a) Usando la eontinuidad por la dereeha se deduee faeilmente que 

{ta < t + e} = {Xs G Aj G X t+e, Ve > 0, (1.1.2) 

seQ+ 

S<t+£ 

para eada t >0, luego 

{ta < 0=^ ^^ n ^ 

£>0 £>0 


(b) Para eada x G IR'^ sea d{x, A) := mf{|x — |/| : y G ^}, y eonsidere la sueesion de veein dades 


abiertas de A dada por A^ 
ta^ satisfaee 


:= {x E E : d{x, A) < n > 1. Entonees An i A,y por (1.1.2) eada 
{rA„ <t} E Xt, Wt > 0. 


La sueesion {rA„}n>i es una sueesion no-deereeiente y dominada por ta, luego existe el limite 
p := lim^^oo rA„ < ta- Note que 


si ta{oj) = 0, entonees taSoj) = 0, Vn > 1; 
si ta{oj) > 0, existe un entero k = k{(jj) > 1 tal que 


= 0 para I <n<k, y 0 < < ta„+^ < ta, para todo n>k. 

Vamos a probar que p = ta- Para esto es sufieiente probar que sobre el eonjunto 


{ta > 0, p < +CX)} 

se eumple la desigualdad p > ta- Si ta{uj) > 0 y p{u) < +oo, por eontinuidad de X, X^(a;) = 
\im.n^oo y ^ ^ Vm > n > k{uj). Haeiendo m —)■ oo se obtiene que 

Xr,{u:) E An, Wn> k{uj),y asf X^(ce) G = A. Por lo tanto ta < p y ta = lim^^oo 

Se sigue finalmente que 

{ta = 0} = {Xq E A\ E Xq, 


[ta <t} = P|{rA„ <t} E Xt, Vt > 0. 

n=l 

□ 
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La parte (b) del anterior teorema, debida a Wentzell HWENT 8111 . sera de gran utilidad en los 
eapitulos 2 y 5, pues easi todos los tiempos de parada all! eonsiderados seran de la forma ( |1.1.1| ) 
eon A abierto y X eontinuo. 


Definidon 1.16. Sea r un tiempo de parada eon respeeto a una filtraeion {Xt}t>o- Se define la 
(T—algebra Jv eomo 

Xr := {A E X : An{T <t} e Vt > 0}. 

Proposidon 1.17. (a) Si r es un Xt—tiempo de parada, entonces t es Xr—medible. 

(b) Si r, p son Xt—tiempos de parada, entonces t A p, t V p tambien lo son. Si ademds t < p, 
entonces Jv C Xr,. 

(c) Si {Tn}n>i son Xf—tiempos de parada, sup„>i tambien lo es. 

(d) Si T es un Xt—tiempo de parada y p : Q ^ [0, +oo] es Xr—medible tal que p > t, entonces 
p es tambien un Xt—tiempo de parada. En particular, la suma de dos Xt—tiempos de parada es 
tambien un Xt—tiempo de parada. 

(e) Si T, p son Xt—tiempos de parada entonces Xr^n = Jv H 

Demostracidn. (a) Debido a que i3([0, +cxd)) es generada por los intervalos de la forma [0, s], s > 
0, basta eon verifiear que ([0, s]) = {r < s} G Jv, Vs > 0. Pero esto es trivial, en vista de que 
para eada s > 0, 

{r < s} n {r < f} = {r < s A f} G Xsm ^ Vf > 0. 

(b) Para todo f > 0, 

{t Ap <t} = {t <t} n {p <t} E Xt 
{t y p < t} = {t < t} U {p < t} E Tt- 

Sir < p, para todo A E Xr se tiene que 

An {p < t} = An {t < t} n {p < t} E Xt, Vt > o 


luego A E Xr^. 

(e) {sup„>i Tn<t} = nr=l{T'n < t} E Tf 

(d) Dado que p es Jv— medible, {p <t} E Jv para todo f > 0, es deeir 

{p < t} = {p < t} n {t < t} E Xt, Vf > 0 


lo que impliea que p es un tiempo de parada. 

Sir y p son tiempos de parada, entonees t\/ p es tambien un tiempo de parada y t + p > 
rVp. Como r es Jv—medible, p es medible y Jv, Xn ^ Vvvr? entonees r+p es Jvvr?—medible. 

Con esto y la primera parte de (d) se eoneluye que t + p es tambien un tiempo de parada. 

(e) Dado que TAp<TyTAp<p,\di inelusion ^ Xr n es eonseeueneia inmediata 
de la ultima afirmaeion de (b). Sea ahora A E Xr n Tr^. Entonees An {t Ap < t} = [A fl {r < 

f}] u [A n {77 < f}] G Xt, Vf > 0. □ 
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Proposicion 1.18. Sean X = {Xt)t>o un proceso estocdstico con valores en {E,£) y sea t un 
tiempo de parada con respecto a una filtracion Si X es progresivamente medible con 

respecto a {Xt}t>Q entonces la v.a. Xt-1{t-<oo} Xr—medible y el proceso (Xt/\T-)t>o es tambien 
progresivamente medible con respecto a {Xt}t>o- 

Demostracidn. Sea A ^ Dado que 

{t<oo} G A} n {r < t} — £ A} n {r < t}, 

basta con demostrar la segunda afirmacion de la proposicion: para t >0 fijo, la aplicacion (s, u) h-)- 
s A t{u) es -B([0, t]) <S) Xt/B[[0,t]) —medible, pues para cada s <t 

{(r, ce) G [0, t] X : r A t(uj) < s} 

= ([0, s] X fl) U ([0,t] X {r < s}) G B([0,t]) 0 C B([0,t]) ^ Xt- 

En consecuencia la funcion 'tp(s,uj) := (s A r(a;),a;) de [0,t] x en sf mismo es B([0,t]) ® 
/B ([0, t]) ® —medible. Por hipdtesis 

^l[o,t]xo ^ X ^ (B,B) 

(s,uj) I—x^(a;) 


es B([0, t]) 0 Xt/B—medible. Por lo tanto, la compuesta 

(s,a;) ^ o V’)(s,a;) = 

es B([0,t]) (8) Xt/B—medible □ 

Definidon 1.19. Un proceso real X = (Xt)t>o con E{\Xt\) < +oo, Vt > 0, y adaptado a una 
filtracion {Xt}t>o es llamado una martingala (resp. super-martingala, resp. sub-martingala) con 
respecto a {Xt}t>o si 

E[Xs I Xt] = Xi, (resp. <, resp. >) para todo s > t > 0. 

Observacion 1.20. Note que si X es una martingala entonces E[Xt] = B[Xo], Vt > 0. 


Los siguientes tres teoremas son fundamentales en la teorfa de martingalas. Omitiremos sus de- 
mostraciones debido a que se requieren algunos resultados de martingalas con parametro de tiempo 
discreto y el concepto de integrabilidad uniforme (ver por ejemplo UDOOB 531IBL/MU 031 ). 

Teorema 1.21 (Primera desigualdad de Doob). Sea X = (Xt)i>o una Xt—martingala continua por 
la derecha tal que E{\Xt\^) < oo, \/t E [0, T], con p > 1. Entonces 

Pf sup \Xt\>e) <\e{\Xt\^). 

V4e[o,T] / 


Teorema 1.22 (Segunda desigualdad de Doob). Sea X = {Xt)t>o una Xt—martingala continua por 
la derecha tal que E{\Xt\^) < oo, Vt G [0, T], con p > 1. Entonces 


E 


sup 

.te[o,r] 
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Teorema 1.23 (Teorema de parada de Doob). Sea {Xt)t>o una martingala real con respecto a una 
filtracidn tal que existe una v.a. X^o € X, P) para la cual 

Xt = E[x^ I Xt], yt > 0, 

y sean r, p tiempos de parada con respecto a {Xt}t>o tales que t <p. Si X es continuo a derecha 
c.s. entonces 

Xr = E[Xn I Xt] = E[Xoo I Xt], c.s. 

Este ultimo teorema es un easo partieular de un teorema mas general para sub-martingalas unifor- 
memente integrables dado por Doob y denominado “Optional sampling”, ver UKA/SH 9 111 . 

Teorema 1.24. Sea X = {Xt)t>o un proceso real adaptado a una filtracidn {Xt}t>o tal que para 
todo Xt—tiempo de parada acotado r se tiene 

E[Xt] = E[Xo]. 

Entonces X es una martingala con respecto a {Xt}t>o- 

Demostracidn. Sean t>s>0y74GJ^s. Entonees r := es un tiempo de parada eon 

T = T At. Esto impliea 

E[Xo] = E[Xt] = ^[X,1a^ + X^Ia] = ^[X,1a^] + ^[X^a]- 
Por otro lado, el tiempo de parada t = s satisfaee 

e;[Xo] = E[Xs] = E[X,1 a^] + E[Xs1a]. 

Por lo tanto, para todo A G Xg tenemos EIXAa] = E[Xs1a]. Usando la definieidn de esperanza 
eondieional, obtenemos E[Xt \ Xg] = Xg. □ 

Usando el teorema de parada de Doob se puede faeilmente ver que el reefproeo tambien es eierto. 

Definicion 1.25. Un Movimiento Browniano o Proceso de Wiener unidimensional estandar es un 
proeeso estoeastieo {Wt)t>Q con valores en IR que satisfaee 

(i) lUo = 0 e.s. 

(ii) para todo 0 < f < s, el ineremento Wg — Wt tiene distribueion normal eon media eero y 

varianza t — s. 

(iii) para todo 0<M<r<s<t, el ineremento Wt — Wg es independiente de Wr — Wu- 

Observacion 1.26. Ea funeion de probabilidad eonjunta de las variables aleatorias Wt^ , Wt^ , • • •, Wt^ , 
eon D < ti < t 2 < ■ ■ ■ < tn < oo, esta dada por 

...,Xn)= ft 2 -ti{x 2 - Xi) • • • - Xn-l), (1.1.3) 


X 


donde 
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El sistema de distribuciones dado en ( |1.1.3[ ) satisface las condiciones del teorema de consistencia de 
Kolmogorov, ver HFRIE 75l IKA/SH 9T1 ITUDOR 97l BE/MU 03]l . Esto garantiza la existencia del 
movimiento Browniano estandar. 

Existen sin embargo otros metodos, aun mas teenieos, para garantizar la existeneia del movimiento 
Browniano. Una eonstrueeion basada en eonvergeneia debil y en la aproximaeion por eaminatas 
aleatorias puede ser eneontrada en UBIEE 681 . Otro es el metodo del espaeio de Hilbert UKA/SH 9 111 . 
Ea idea original de esta eonstrueeion fue dada por Paul Eevy en 1948 y simplifieada posteriormente 
por Ciesielski en 1961. 

Si X es una variable aleatoria normal eon media eero y varianza a entonees 
E{X^n = =0, n = 0, 1 , 2, ... 

En partieular, para el movimiento Browniano estandar {Wt)t>o 

E{\Wt-Ws\*) =3\t-s\\ 0<s<t. 

Usando esto junto eon en el teorema de Kolmogorov-Centsov UKA/SH 9111 se obtiene 

Teorema 1.27. El movimiento Browniano unidimensional estandar {Wt)t>o posee una version con- 
tinua. 

De aqur en adelante haremos refereneia a la version eontinua del movimiento Browniano. 

Otra propiedad importante de las trayeetorias del movimiento Browniano es la no-difereneiabilidad: 
si una funeion / : IR —IR es eontinuamente difereneiable en [s,t] y 

'^n ■{'S in,! 5 in,2 5 • • ■ ) in,m„ j Tl ^ 1 

es una sueesion de partieiones de [s, t] eon ||7r„|| = maxi<,<m„(/n ? — in.j-i) -0, entonees 

’ 71^00 

rUn 

(/(/nj) - ^ 0. 

n^oo 

Tal eonelusion no se tiene para el movimiento Browniano. En eambio, se tiene lo siguiente 

Teorema 1.28. Si vr^ = {s = tn^i, tn, 2 , ■ ■ ■, tn,m„ = t}, n > 1, una sueesion de partieiones de [s, t] 
eon - > 0, entonees 

n^oo 



Sn = - W'-,- S. 

^ n^oo 

j=l 


Si ademds ll^n|| < +oo, entonees Sn 


t — s. 
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Demostracidn. Para esta demostracion, definimos tj = tnj, m = rrin- Con esta notacion, se tiene 


Sn-{t-s) = - (tj - 

i=i 

Dado que los sumandos son independientes y de esperanza cero 


B(|S„-(i-s)P) =£ 




J-1 


'-j=l 


donde 


^Y.E[(Y,^-i)(tj-tj_ylj , 

i=i 

Wt- - Wt- , 

Y ■= ^ _ ’'j-i 


Dado que los Yj estan igualmente distribuidos con distribucion normal, se sigue 

m 

B(|S„ - (i - Y) = E(Y - Ip) Y^t, - t,Y < E(\Y^ - Ip) ■ (i - s)|K, 


0 . 


i=i 


Ademas, se tiene la siguiente desigualdad 

n 

Dn :=2^(4-4-i)' <2(t- 


S 7 l„ 


k=l 


Asf, la condicidn Ikrill < implica que < +oo y como consecuencia Sn > 

n^oo 


t — s. 


t — s,ya que Sn - 

n—^oo 

Corolario 1.29. Si =1 ll^ni < + 00 , y Tin Y Tin+i pciru todo Ti > 1, etitotices 

n 


□ 


-)■ oo. 


k=l 


En particular c.s. las trayectorias del movimiento Browniano tienen variacion infinita sobre cada 
intervalo compacto y como consecuencia c.s. las trayectorias en ningun punto son derivables. 


Wt 


Demostracion. Tenemos que 

n 

Sn < m& - W,,Y ■ E m.,, 

"■ k=l 

y por el teorema anterior 

n 

f ^ ’ ’ rt.—^oci 


^n,k — l \ ’ 


k=l 


Por la continuidad uniforme sobre [s, t] del movimiento Browniano se tiene que 

max IfPt - IPt I t-s^O. 

l<k<n n^oo 

Usando las relaciones (|1.1.4[), (|1.1.5|) y (|1.1.6[) se obtiene el resultado requerido. 


(1.1.4) 

(1.1.5) 

( 1 . 1 . 6 ) 

□ 
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1.2. La integral estocastica 

1.2.1. Definicion y propiedades 


Sea {Wt)t>o un movimiento Browniano unidimensional estandar con Wq = 0 y sea la 

filtracion generada por {Wt)t>o aumentada con los conjuntos P—nulos de fl, es decir 

J^t = U {Ws : 0 < s < t}) , t > 0 

donde Af = {E C [I 3G e E, G D E y P(G') = 0}. Se puede probar que esta filtracion satisface 
las condiciones usuales, ver UKA/SH 911 . 

Nuestro objetivo en esta seccion es mostrar la existencia, en cierto sentido, de la integral estocastica 

XsdWs 

para un tipo especial de procesos (Xt)t>o. Debido a que las trayectorias del movimiento Browniano 
son no-diferenciables y tampoco de variacion acotada, dicha integral no se puede definir en el sen¬ 
tido Lebesgue-Stieljes. Aiin asi su construccion se asemeja a la de la integral de Riemman, ya que 
se define primero para procesos escalonados y luego por aproximacidn se extiende a una clase mas 
general de procesos. 

Definicion 1.30. Sean 0 < to < t < +cx) y p > 1. Notaremos con HP[to, t] el espacio vectorial de 
los procesos (Xs)s>o con valores en IR y adaptados a {Et}t>o tales que 



ds < -l-cxD 


'^0 


c.s. 


y con MP[to, t] el subconjunto de HP[to, t] de los procesos (Xs)s>o que satisfacen 


E [ \Xsfds < +00. 

Jto 

Definicion 1.31. Diremos que X G HP[to, t] es un proceso escalonado o proceso simple si es de la 
forma 

n—1 

i=0 

donde to < ti <■■■< tn = t es una particidn del intervalo [to, t] y cada e* es una variable aleatoria 
real —medible, 0 < i < n — 1. 

Lema 1.32 (Aproximacidn por procesos escalonados). Sea X G H‘^[to,t]. Entonces existe una 
sucesion de procesos escalonados {X'^)n>i en H‘^[to, t] tal que 


Ifm [ \X, - X^\‘^ ds = 0 c.s. (1.2.1) 
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Demostracidn. Sin perdida de generalidad asumiremos to = 0. La prueba se hara en 3 pasos: 

Paso 1. Si X es acotado y tiene trayectorias continuas c.s., para cada n > 1 se define el proeeso 
simple 

n—1 

x: := donde 0 < k < n. 

k=0 

De la continuidad del proeeso se tiene que X" Xg, y por convergeneia dominada 

n^oo 



-X, 


ds 


0 . 

71^00 


Paso 2. Si X es aeotada, definimos Gg := fg Xr dr, y para cada n> 1 


xr := 


G. - G,g_ 


(s—l/n)A0 


1/n 


el cual es continue y acotado. El teorema fundamental del calculo implica que Xf X^, y de 
nuevo por convergeneia dominada se obtiene ( |1.2.1[ ). 

Paso 3. Por ultimo, para X e H‘^[0,t] arbitrario se define 

X::=X,-lpxq<n}. 

Cada proeeso X"^ es acotado y satisface |X" —X^p < 2|Xsp. Usando el hecho de que Jg\Xg\‘^ds < 
+00 c.s. y convergeneia dominada obtenemos 

lim [ \Xg — X”p ds = 0 c.s. 

n^oo 


□ 


Lema 1.33. Sea X G M^[to,t]. Entonces existe una sucesion de procesos simples {X^)n>i en 
M^[to, t] tal que 

E [ \Xg- X;|2 ds -^ 0. (1.2.2) 

Jto 


Demostracidn. Dado que en particular X G t ] , por e l lema anterior existe una sucesion de 

procesos simples (X’^)„>i en H'^[to, t] que satisfacen (1.2.1). Para cada X > 0 definimos 


nAr(s) : = 

Dado que |nAr(s) — nAr(r)| < |s — r|, 


si |s| < N 
si |s| > N 

|s| I I 


'to 


'to 


n^(x,)-n^(x;)|^ds< / |x,-x;|^ds^^o 

n^oQ 
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y de la desigualdad (a+ 6)2 < 2(a2 + 62), 

[ |njv(x,) -njv(xr)rds < 46iV2. 

Jto 

Aplicando convergencia dominada en la variable u tenemos 


\Un{Xs) - IIn{X:)\Us -^ 0 . 


(1.2.3) 


'to 


Por otro lado |nAr(Xs(a;)) — Xs(u;)| -;■ 0 y |n 7 v(Xs(a;)) — Xs{oj)\^ < |Xs(a;)|2 para todo 


N^OO 


(s, oo) G [to, t] X fl, y de nuevo por eonvergeneia dominada, pero esta vez en las variables s y oo se 
obtiene ^ 

eI |n^(X,) - -^0. 

Jto 

De aquf se deduce que para todo entero positivo k existe Nk tal que 

y de ( |1.2.3[ ) se sigue que existe nk tal que 

E I |nA,.(.Y,) - < +. 

J to 

Tomando la sucesion de procesos simples X^ := nAr^(A”'') obtenemos 
E [ \Xs-X^\'^ds 

Jto 

<2e[ \Xs-nM,iXs)\^ds + 2E [ |n^^(A,)-njv,(Ar)rds^^o. 


'^0 


'^0 


□ 


Definicion 1.34 (Integral estocastica para procesos escalonados). Sea X un proceso escalonado en 
7/2 t] de la forma 

n—1 

^ 6il[fi,t^+i)(-s) 
i=0 

donde cada e* es Aj.—medible y to < ti < • • ■ < = t. La variable aleatoria 

n—1 




i=0 


es denotada por 




'to 


y es llamada la integral estocastica o integral de ltd de X con respecto al movimiento Browniano 
(W( 5 )s>o. Note que si to = 0 entonces J^Xs dWg es A*—medible. 
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Proposicion 1.35. Sean pwcesos escalonados en H‘^\tQ,t] y sean a, (3 G IR. Entonces 


'to 


{aXl + (5X1) dWs = a / X] dWs +(5 / X^ dW^. 

J to j to 

Demostracion. Usaremos una particion to < ti < • ■ ■ < = t tal que 

n—1 n—1 

^ ~ 'y ,ti+i) y X — ^ Cii^ti,ti+i) 


i=0 


i=0 


donde e* y c* son variables aleatorias Xt^-medibles para cada i (si las particiones en las formulas de 
X^ y X^ son distintas, podemos encontrar un refinamiento comun de ambas particiones). Entonces 


n—1 


aX^ + /5X^ — + /3cj)l[tj,tj+i) 

j=0 


n—1 


'to 


{aXl + PX^) dWs = 


j=o 

n—1 


n—1 


= - H'iJ - W, 

j=0 j=0 

= a [ XldWs + P [ X^dlE,. 


'to 


'to 


Proposicion 1.36. Si X es un proceso escalonado en M^[to, t] entonces 


□ 


E / X, dWs = 0, 


'to 


X, dW, 


I'Jto 


= E / iX.l^ds. 


'to 


Demostracion. Si X es de la forma X^ = X]r=o^ ^i^[ti,ti+-i){^) entonces 


/ t 

\XP‘^ds = Y,E{ei)-{U+^-t 

J i=0 


(1.2.4) 

(1.2.5) 


que es finito por hipotesis, y en particular E{\ei\) < +cx). Ademas E{\Wt^^.^ — Wt^\) < +oo. Dado 
que Cj es — medible mientras que — Wt^ es independiente de Xj., 

E[e,{Wt,„ - W,,)] = E{ei) ■ E(,W\„ - H',.) =0, 0 < i < n - 1. 
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Sumando sobre i se obtiene ( |1.2.4[ ). Por otro lado 

71—1 n—1 

E E - MX 




'^0 


2=0 j =0 

71—1 




i=0 i<j 

Si0<i<j<n — 1 entonces — Wt- es independiente de eiej{Wt-^^ — bPtJ, luego 

Eleie,{W,.» - = E[eie,(W,,^, - W,,){W,„, - ■ ElWt,,, - W,,] = 0, 

y de nuevo por la independencia entre e* y — Wt^■, 

- W,f] = B(e?) ■ E[[Wt,^, - W,f] = B(e?) ■ ((.+i - (i), 0 < * < n - 1. 


Por lo tanto 


XsdW, 


. '^to 


71—1 


J2E{e^i)-iU+i-U) = E / \Xs\^ds. 

i=0 “^*0 


□ 


Lema 1.37. Para todo proceso escalonado X G t] y para todo £ > 0, > 0, 


to 


>£) <P( / |X,|^ds>iV) +^. 

to 


X, dbP, 

Demostracion. Para X de la forma X^ = X]r=o^ ^i^[tuti+{){s) definimos 

0Ar(s) = 


X^, si 4 < s < 4+1 y Y!l=Qei{ti+i - u) < N, 

0, si 4 < s < 4+1 y Ef=o4^(^t+i “ 


Entonees (j)^ G y 


'^0 


0^(s) ds = '^e^iiU+i - ti) 


i=0 


donde u es el entero mas grande tal que Yl’i=o (^t+i ~ U) ^ N, z/ < n — 1, y por esta razon 

E [ (j)%{s)ds<N. 

J to 

Ademas X^ — 0Ar(s) = 0 para todo s G [44] si /* iX^pds < X, luego 


X.dlE, 


^0 


>e] <P\ 


to 


Ms)dWs >£ +P / |X,|2ds>X , 


^0 
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y por la desigualdad de Chebyshev 




\ ( 

/■* 

2 „\ 1 r 


2' 

K 

/ Ms)dWg 
Jto 

>.)^p( 

/ Ms)dWg 

Jto 


/ Ms)dWg 

Jto 



1 /■* N 

= -E / 

^ Jto ^ 


obteniendo el resultado. 


□ 


Ah ora pro cedemos a definir la integral estoeastiea para eualquier proeeso X en t] '■ por el 
lema 1.2.1 existe una sueesion (X")„>i de proeesos simples en t] tal que 


\X'^ -Xs\^ds 0 . 

71^00 


'^0 


En partieular 


\X^-Xsfds 0 . 

n^oo 


'^0 


Usando la desigualdad (a + 6)^ < 2a^ + 26^ se obtiene 


\X^-X^\^ds<2 \X^-X,\^ds + 2 \X,-X^\‘^ds 


'to 


'to 


'to 


y por lo tanto 


|X; - Xf I" ds ~ ^ 0. 


'to 


n,rn^co 


Por el lema anterior para todo £ > 0, p > 0, 


( 1 . 2 . 6 ) 


'to 


(X;-X-)dlE, >£ <P / \X:-X:^\^ds>e^p]+p, 


'to 


y en virtud de (1.2.6) se tiene que 


lim sup P 

n,m^oo 


X^dWs- I XTdW, 


'to 


'to 


>e] <p. 


Como p > 0 es arbitrario se sigue entonees que la sueesion dWs, u > 1 es de Cauehy en 

probabilidad y por lo tanto existe una variable aleatoria real, que denotaremos por Xg dWg, tal 
que 

pt pt 


/ X^dWg 


XgdWg. 


'to 


n^oo 1. 

Jto 


Definicion 1.38. A la variable aleatoria Xg dWg la llamaremos la integral estoeastiea o integral 
de ltd de X eon respeeto al movimiento Browniano (lEs)s>o- 
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La anterior definicion es independiente de la sucesion {X^)n>i- En efecto: si {X'^)n>i es otra 
sucesidn en t] que eonverge a X en el sentido que 




'ds 0 


entonees la sueesion {Y^)n>i definida por 


y-2n 


y'2n+l 


Xn 


tambien eonverge a X en el mismo sentido, y por lo que hemos probado dWg es una sueesion 
que eonverge en probabilidad. Se sigue entonees que los Irmites (en probabilidad) de //^X” dWg y de 
X" dWs son iguales e.s. (pues son subsueesiones de una sueesion que eonverge en probabilidad). 

Teorema 1.39. Sean X, X procesos en t] y sean a, /3 G IR. Entonees 


{aXs + fdXs) dWs = a / X, dWs + P / X dWs 


'to 


'to 


'to 


(1.2.7) 


Demostracion. Sean (X”)„>i y {X^)n>i sueesiones de proeesos simples en 77^[to, t] tal que 


\X^ - Xs\^ ds 0 y / \X^-Xs\^ds 


-> 0 . 


'to 


'to 


Aplicando la proposicion 1.35 


{aX^ + pX^)dWs = a / X^dWs + p / X^ dWs, Vn > 1 


'to 


'to 


'to 


y tomando el limite en probabilidad a cada lado se obtiene ( |1.2.7[ ). 
Teorema 1,40, Si X es un proceso cualquiera en t] entonees 


E [ XsdWs 


to 




2' 

E 

/ XsdWs 



Jto 

_ 


0 , 


E / iX.l^ds. 


'to 


□ 


( 1 . 2 . 8 ) 

(1.2.9) 


La ultima igualdad suele llamarse Isometria de Ito. 


Demostracion. Por el lema 1.33 existe una sueesion de proeesos simples (X”^ )„>i en M2[to,t] tal 
que 


|X; -X,pds-^ 0. 


Por la proposiei6n |1.36 
E 


x; dWs 


'to 


X^dWs 


. Jto 


'to 


= E / \X^-X^\^ds 


'to 


n,m—^oo 


-G 0. 
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Entonces X” dWs es una sucesion de Cauchy en y por lo tanto converge a un hmite, que 

debe ser igual e.s. a Xg dWs-, debido a que la eonvergeneia en impliea la eonvergeneia en 
probabilidad. En particular 


'to 


Xg dWg = lim E / x; dWg = 0, 

n^oo 


y por continuidad de la norma 
E 


f*t 2 

XgdWg 


. Jto 


= lim E 

n—^oo 


[ X^dWg^ = lim e[ \Xg\‘^ds = E [ \Xg\‘^ds 

Jto J Jto Jto 


□ 


Teorema 1.41. Si X G H‘^[to, t] entonces para todo £ > 0, X > 0, 


XgdWg 


'to 


>e] <P 




^0 


Demostracidn. Dado que en un es pacio de probabilidad la eonvergeneia e.s. impliea la eonvergeneia 
en probabilidad, por el lema 1.32 existe una sueesion de proeesos simples (X’^)„>i en Er^[to, t] tal 
que 


\x': -XgVds 


-G 0 


'to 


y por definicion de la integral estoeastiea 


( 1 . 2 . 10 ) 


xr dWg 


'to 


/ XgdWg. 

= Jto 


Aplieando el lema |1.37] a eada X" tenemos 

> < P 


X; dWg 


'to 


’to 


\ X' 


Tomando el Kmite euando n —)■ cxd y usando (1.2.10), (1.2.11) se obtiene 


X., dWg 


'to 




para todo e' > £, X < X'. Haeiendo e't ^ Y i se obtiene lo requerido. 
Teorema 1.42. Sea X G t] y sea (X’^)„>i una sucesion en X^[to, t] tal que 


\X'J -Xg\^ds —^ 0, 


'to 


entonces 


x; dWg 


/ XgdWg. 


'to 


'to 


(note que los proeesos X'^ no son necesariamente proeesos simples). 


( 1 . 2 . 11 ) 


□ 
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Demostracidn. Por el teorema anterior, para todo e > 0, p > 0, 


{X^-X,)dWs 


'io 


> £ < P 


|X” — ds > e^p ] + p. 


'to 


Haeiendo n ^ ooy usando la hipotesis y el heeho de que p > 0 es arbitrario se obtiene el resultado. 

□ 

Teorema 1.43. Sea X G H^[to,t] con trayectorias continuas c.s., y sea (vr„)„>i una sucesion de 
particiones 

to ~ tnfl < < ■ ■ ■ < tn,m„ ~ t 

del intervalo [to, t], donde mn el numero depuntos en la particion 7r„, tal que ||7rn,|| -;■ 0. Enton- 

n—^cx) 

ces 

P 

n^oo 


E ^ / X.dW. 

’ n^oo I, 

h=n 


k=0 

Demostracidn. Introduzeamos la sueesion de proeesos esealonados (X")„>i definidos por 

• ^tn,ki si t G [tn,ki t-fi^k+l) ■} 0 E ^ ^ I- 

Entonees X^ - > Xt uniformemente en t G [to, t) e.s. Por lo tanto 

n^oo 

[ |x;-X.l^ds 0, 


'to 


y por el teorema 1.42 




t^O -tio Jto 


□ 


Ejemplo 1.44. Sea (7r„)n>i una sueesion de partieiones 

0 t^ 0 ^ tnp < ■ ■ ■ < tji^n t 

de [0, t] tal que ||7r„|| -;■ 0. Usando la identidad a{b — a) = \{b'^ — a"^ — {b — a)^) y el teorema 

1.43|se sigue que 


n—1 


'to 


W.dW. = lim EW'*..,. (»'<»..« - »'<»..) 

n^oo ^ 

n— 1 

= 1 E(wt,,*. - w'i, - - WiX) 


fc =0 


n—1 


\W} - iwi - 1 Hm E(^'^'<.,.+. - 


fc =0 


donde lim„^oo es tornado eomo el Irmite en probabilidad. Por el teorema 1.28 el ultimo Irmite 
eonverge en y por lo tanto en probabilidad, a t. En eonelusion 

f WsdWs = \W^ -\t. 
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1.2.2. La integral de Ito como proceso estocastico 

Sea X e T] y consideremos el proceso estocastico 


I{t) : = 


0, sit = 0, 

/g Xg dWg, si 0 < t < T. 


Note que I{t) es inedible. 


Lema 1.45. Si ^ y .^i, ^ 2 , • • • son variables aleatorias cuadrado integrables tales que ^ i sn 
cuando n —)■ cx), entonces 

I ^ E[i I 

n^oo 

para cualquier a-dlgebra Q sobre f2 contenida en E. 

Demostracion. Por la desigualdad de Jensen 

Bfe I s] - BKI ei " = |B|«„ -«I eiT < - {p I g] 


lo cual implica que 


E 


E[^^ \ g] - E[a g]\^\ <E[E[\^^-^f\g] 

= E[ien-eiT —^0. 


□ 


Teorema 1.46. Si X G M^[0,T] entonces el proceso G [0,T], es una martingala con res- 

pecto a 

Demostracion. Sean 0<s<t<Ty supongamos primero que X es escalonado de la forma 

donde 0 = to < ti < ■ ■ ■ < tk = s < tk+i < ■ ■ ■ < tn = t.Tal particion 
siempre puede ser obtenida adicionando el punto s si es necesario. Entonces 


XrdW, 


L./0 


Es 


n—1 


j=0 


Sij < k entonces Cj y lEtj+i — son J^s-medibles y 

E r.] = - M-',,), 

si j > k entonces Es C Et^ y 

E I B.] = B [B[e;(H/,^^, - M/,,) | F,,]\F.] 

= B [ejElW,,„ - W,, I 
= B[e,|B.|. - W,J = 0 
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pues Cj es Ftj —medible y Wi^+i — Wt^ es independiente de ■ De esto se tiene que 


E 

[ XrdWr 

Xs 


Jo 



k-l 


i=o 


Wt^)= [ XrdWr. 

Jo 


Para X e M^[0, T] arbitrario, gracias al lema 1.33 existe una sucesion de procesos simples (X”)„>i 
en M^[0, T] tal que 


E 


\Xl^-Xr\^dr -^ 0 , 


y como vimos en la demostracion del teorema 1.40 



X; dWr 



n^oo 



XrdWr 


y por el lema anterior 


rs 

r J 



r J 

- 

/ XlidWr = E 

/ Xl^dWr 


-^E 

/ XrdWr 

Xs 

/o 

Jo 


n^oo 

Jo 



Por unicidad del Ifmite en se obtiene 


E 

[ XrdWr 

Xs 


Jo 



XrdWr 


c.s. 


□ 


Lema 1.47. Sean X,X G if^[0,T] tales que Xtiu) = Xtiu) para todo G [0,T] x flo, 

flo C 11. Entonces 



XsdWs 


XsdWs, 


para casi todo a; G Hq) 


( 1 . 2 . 12 ) 


y para todo t E [0, T]. 

Demostracion. Sean (X’^)„>i, (X’^)„>i sucesiones de procesos simples en if^[0,T] tales que 

rt pt 


|x;-X.l^ds 0, / |x;-X.l^ds 0. 


De la hipotesis podemos escoger dichas sucesiones tales que si a; G Ho entonces X^{uj) = X^ipj) 
para todo t G [0, T]. Por lo tanto, de la definicion de la integral de Ito para procesos escalonados 
tenemos 

rt rt 


/ X^dWs= / X^dWs, enHc 


para todo t E [0, T]. Tomando el limite cuando n —)■ cx) se sigue (1.2.12). 


□ 


Teorema 1.48. Si X E H‘^[0, T] entonces elproceso I(t), t E [0, T], tiene una version con trayec- 
torias continuas. 
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Demostracion. Paso 1. Suponga primero que X G M^[0, T], Sea {X"')n>i una sucesion de proce- 
sos simples en M^[0, T] tal que 


e[ \x:;-Xr\^dr —^0. 
Jo 

Por la eontinuidad de {Wt)t>o los proeesos 


4(t):= / X^dW,, te[0,T], 

Jo 

tienen trayeetorias eontinuas e.s. y por el teorema [1 .461 /„ — es una martingala para eada n, m. 
Usando la primera desigualdad de Doob para martingalas tenemos 


P( sup \In{t) - > e) < —E 

^ te[ 0 ,T] '' £ 

1 




= —E/ \Init) - dt -^ 0. 


n,m—^oo 


Tomando e = 1/2^ se puede eseoger una sueesion {nk)k>i tal que 


Dado que ^ ^ l^^n^ de Borel-Cantelli impliea que 



Ifmsup 1 

sup 1 


V k^oo 

^ te[o,r] 

0 en forma equivalente 

PI 

Ifminf ( 

sup . 


y k^oo ' 

' te[o,T] 


Es deeir que para easi todo u E ^ existe un ko{u) > 1 sufieientemente grande tal que 

- In,+,{t)\ < ^, VtG[0,T], sik>ko, 

y por lo tanto, eon probabilidad 1, Inki') converge uniformemente en [0, T], El Ifmite J{t) es por lo 
tanto continuo en t G [0, T] para easi todo uj E kl. Dado que 


X; dWr 


-E / XrdWr 


por unicidad del Ifmite se sigue que I{t) = J{t) e.s. para todo t E [0, T], 
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Paso 2. Considere ahora el caso general X G T]. Para N > 0 definimos el proeeso := 

Xt ■ l[o,Af] (^/o . Entonees X^ G M^[0,T] y por la primer parte de la demostraeion el 

proeeso 

Jjv(t) := [ XfdWs, tG [0,T], 

Jo 

posee una version eontinua. Sea := {ce G \Xs{uj)\'^ ds < iV}. Si M > N entonees 

X^{u) = X^{u) para todo {t,u) G [0,T] x Por el lema anterior se sigue que JAr(t) = 
Juit), Vt G [0, T] y para easi todo ui G si N < M, por lo tanto 

J{t) := lim JM{t) 

M^OO 


tiene trayectorias eontinuas para easi todo u e Q,n- Dado que f^Ar t D entonees P(Djv) t 1 si 
—)■ oo, y asr J(t), t G [0, T], es un proeeso eon trayeetorias eontinuas c.s. Dado que para eada 
t G (0,T], 


X,-X^\^ds > 0 1 = P 


'to 


\X,\^ds > M 


'to 


M^oo 


> 0 , 


tenemos, por el teorema 1.42 que 

Juit) 


M^oo 


> / X,dWs = I{t). 


En eonseeueneia, I{t) posee la version eontinua J{t). □ 

Observacion 1.49. De ahora en adelante siempre nos referiremos a la version eontinua de la integral 
estoeastiea. 


Teorema 1.50. Sea X G T], Entonees para todo £ > 0, iV > 0, 


PI sup 
.te[o,T] 




>e] <P 


\ N 
|X,|2ds> ATj +_. 


Demostraeion. Con la misma notaeion del paso 2 del teorema anterior tenemos 


PI sup 
.t6[o,r] 


XsdWs 


> e 


< P( sup 
.te[o,T] 


X, dW.. 


xf dWs 


> 0 +P 


sup 

te[o,r] 




Dado que JNit), t ^ una martingala eontinua, usando la primera desigualdad de Doob 

para martingalas se obtiene 


P 1 sup 

[ X^dWs 

\te[o,r] 

Jo 





4-. 




14 


'0 


(1.2.13) 
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Ahora, sobre el conjunto flAr = {ce G |X g(a;)p (is < A^} tenemos que Xt = para 

t G [0, T], Podemos entonces aplicar el lema 1.47 y obtener 


/ XsdWs= / X^ dWs, paraeasi todo ce G VtG[0,T]. 

Jo Jo 

Dado que ambas integrales son proeesos eontinuos, la ultima relaeidn se tiene para todo t G [0, T] 
y para todo u G con P(DAr \ 17'^) = 0, es deeir 


P ( sup 

J6[0,T] 


X, dW.. 


X^dWs >0^ <P{Q\Qn) =p(^j^ \Xs\'^ds>Ny (1.2.14) 


Combinando las desigualdades (1.2.131 y (1.2.14) se sigue el resultado. 

Una eonseeueneia inmediata del anterior teorema es el 

Corolario 1.51. Sea X G H^[0, T] y sea (X’^)„>i una sucesion en i7^[0, T] tal que 


□ 


\X^ -Xs\^ds —^ 0 , 


entonces 


sup 

t&[0,T] 


x:dw..- / x,diu. 


0 . 


Ahora que sabemos que la integral estoeastiea vista eomo funeion del Hmite superior es una mar- 
tingala eontinua euando el integrando esta en M^[0, T], podemos usar las desigualdades de Doob 
para obtener las siguientes estimaeiones que seran de mueha importaneia en los siguientes capftulos 

Teorema 1.52. Si X G M^[0,T] entonces 




/■* 


■/ r-T X 1/2- 

E 

sup 

/ XgdWs 

< 3E 

/ |X/ds 


.te[o,T] 

Jo 


\Jo ) 





2" 


E 

sup 

/ XgdWs 


<4E/ |X,| 


.te[o,T] 

Jo 


Jo 


(1.2.15) 

(1.2.16) 


Demostracion. La desigualdad ( 1.2.16[ ) se sigue direetamente de la segunda desigualdad de Doob 
y de la isometrfa de Ito. Para la primera desigualdad considere los tiempos de parada 


Tc :=mf|t>0: J |Xs|^ ds > c^|, c > 0. 


Aplieando la primera desigualdad de Doob a la martingala Xg dWg, t G [0, T], 


sup 

te[o,r]ATc 


X, dWg 


> ) = P ( sup 

. 0<t<T 


rtr\Tc 


X, dWg 


> 




cTATc 2 

|2 


|X,|"ds 


L -'0 




fTATc 


'\Xs\^ds<-E c^ A(j^\Xg\^ds 
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lo que implica 


P ( sup 

^te[o,T] 


X, dW. 


> c ) = P ( sup 

.t6[0,T] 


X, dW. 


> c 


<P{tc <T) + pf sup [ Xs 
Vte[o,r]ATc Jo 


dW.. 


> c" 


rT 


< P / |X,|2 ds>c^]+^E A /o |X,|2 ds 


Si ^ es una variable aleatoria real positiva, por el teorema de Fubini 


(1.2.17) 


^+00 ^+00 p n n-\-oo p 

/ P{^>c)dc= / l{^>c}dPcic= / / l[o,^](c)(icdP = / ^dP = E{^) 

Jo Jo Jn Jn Jo Jn 


r +00 


-E[E AC] dc = 


CL 

0+00 


-(c' )c^P dc 


[ [ ^(C^l{5>c} + C?PC?C 

Jo Jn c 



+00 


f +00 


n Jo 


= m) +e 

Jn J^ 


l[o,^](c) dcdP + 

Jn Jo 

r r+00 

— dc dP 


^l( 5 ,oo)(c) dcdP 


= E{ 0 + / e^dP = 2 E{C- 

Jn s 


Haeiendo = Jg^lX^p ds y tomando la integral entre 0 y +cxd en (1.2.17) se obtiene (1.2.15 ) □ 

Si T es una variable real positiva, la integral Xg dWg se entendera eomo la variable aleatoria 

/(r) donde I{t) = J^XsdWg. Podemos entonees preguntarnos: si r < T e.s., en que easos se 
tendra ^ 

[\gdWg= [ XgCo,r)C)dWg ? 

Jo Jo 

Para que la integral estoeastiea de la dereeha tenga sentido, el proeeso l[o,r)(s), s > 0, debe ser 
adaptado, lo eual sugiere que r sea por lo menos un tiempo de parada eon respeeto a {Et}t>o- 
Neeesitamos primero el siguiente lema 

Lema 1.53. Sea X G H^[to, t] y sea ( una variable aleatoria real acotada y Et^—medible. Entonees 

CXeH‘^[toC]y 


CX, dWs = C Xg dWg. 


'to 


'to 
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Demostracion. Si X es un proceso escalonado de la forma Xs = to < < 

^ tn — t y donde cada e* es medible, entonces Ce* es tambien medible para 1 < i < n 

y 

/ t n-l n -1 

A'.cnV. = c5^ej(»V.-«/,.)= / CX.dW,. 

J i=0 i=0 ''^0 

Aproximando eon proeesos esealonados se obtiene faeilmente la igualdad para el easo general. □ 
Proposicion 1.54. Sea X G H^[0, T] y sea r un Xt—tiempo deparada tal que r <T c.s., entonces 



XsdWs 



X 4 [ 0 ,r)(s) dWs. 


Demostracion. Suponga que r es un tiempo de parada de la forma r = donde 

Ai n Aj = 0 para i ^ j y cada Ai G Entonces 





El 

2=1 


Ai ^{s>ti} 


n 

XsdWs = y 2 '^AAsdWs 

i=l di-i 


y por el lema anterior, debido a que eada 1^^ es medible 


es deeir 


[ = / X.,dWs = J2'^AAl{T)-I{U 

'dO Jti 

n 

^i(T)- Y,w(t,)^i(T)-i(Y:ioA.tX / x.dBs, 

i=l ^ Jr 

pr pT pT 

/ XsdWs= / X,l{,^r}dWs= / XsllO, r)is) dWs. 


Ahora, un tiempo de parada r eualquiera puede ser aproximado por la sueesidn deereeiente de 
tiempos de parada 


T — \ (fc+l)r .. 
'n — / , 2" 

k=0 


donde An,k = ^ ^ ^ < T(a;) < I ’ ^ = 0, 1 ,..., 2 ”, n > 1, de tal forma que \ r 


2^ — ' ^ 2^ j 

e.s. En eonseeueneia, por la eontinuidad en el Hmite superior de la integral estoeastiea 

/ Tn pr 

X,dW,= / X,dW. e.s. 


Ademas, dado que y |X 5 plrT-^.r„)(’S) -)■ 0,Vs e [0, T], por eonvergeneia 

’ ’ n—yoo 

dominada 


n^oo 
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y en particular ^ > 0. Usando el teorema 


1.41 


para todo £ > 0, p > 0, 


lim sup P 

n—^'OO 


^s'^[0,Tn){s) dWs — / Xsl[0^T-)('S) dlPs 


> £ 


< p + lim P 




(1.2.18) 

(1.2.19) 


y como p > 0 es arbitrario, 


/ Xsllo,rr.){s)dW,-^ XAlO,r){^) dWs. 

Jo Jo 

Podemos entonces tomar una subsucesidn (que tambien denotaremos por r„) tal que 


XsdWs= HAlO,r„){s)dWs^^ Xsllo,r){^)dW, 

• n^oo • 


y por unicidad del Kmite e.s. se tiene el resultado. 


□ 


Teorema 1.55. Sean X y K pwcesos reales tales que X, X G M^[0, T] para todo T > 0, y sea r 
una variable aleatoria positiva tal que Xg = Kg, si s < r. Entonces 

f Xg dWg = f Kg dWg, c.s. si t < t. 

Jo Jo 

Demostracion. Sea T > 0 fijo y sean X”, K'^ dos sucesiones de proeesos escalonados tales que 

E [ |X; - X,|2 ds -^ 0, E [ |X; - Kg\‘^ ds -^ 0. 

Jo Jo 

Gracias a la hipotesis dichas sucesiones se pueden escoger tales que X" = X", si s < r AT; usando 
esto en la definieion de integral estoeastica para proeesos esealonados se sigue faeilmente que 


X; dWg = / K'J dWg, e.s. si t < r A T. 


Por el eorolario ll.511 


sup 

te[o,r] 


X^dWg- / XgdWg 


A 0. 


luego existe una subsucesidn, que seguiremos notando por (X"^)„>i, tal que 

C.S ^ 

—^ 0 , 


sup 

t&[0,T] 


X^dWg- / XgdWg 


es deeir 


X; dWg 


-y Xg dWg, para todo t <T 
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y analogamente 


H nt 

dWs / Ks dWs, para todo t < T. 


Jo JQ 

Por unicidad del Kmite c.s. enO<t<rATse sigue que 

f XsdWs= f KgdWs, c.s. si t < r A T, 

Jo Jo 

y haciendo T —)■ cx) se obtiene para todo t < r. 

Proposicion 1.56. Sea X G M^[0, s]. Entonces para todo t < s, 

PS PS—t 

/ XrdWr= / Xt+rdiWt+r-Wt). 

Jt Jo 

Demostracion. Supongamos primero que X es un proeeso esealonado de la forma 


□ 


n—1 

i=0 


eon t) = to < ti < ■ ■ ■ < tn = s. Podemos suponer sin perdida de generalidad que existe 1 < m < 
n — 1 tal que tm = t. Asi entonees para t <t + r < s 


n—1 


n—1 


Xt^r = + r) = ^ 0 < r < s - t 


j=m 


j=m 


ps—t 


n—1 


n—1 


Xt+rdiWt+r-Wt) = = / XrdWr. 


j=m 


j=m 


Aproximando con procesos escalonados se obtiene el resultado para el caso general. 


□ 


1.2.3. Procesos de Ito, diferencial estocastica y Formula de Ito 


El ejemplo fl ■44| ilustra que la definicion basica de la Integral de ltd no es muy util cuando tratamos 
de evaluar una integral dada. Esto es similar al caso de las integrales de Riemman ordinarias, donde 
usamos el teorema fundamental del calculo y la regia de la cadena para hacer calculos expKcitos, en 
vez de la definicion basica. 

En este contexto, sin embargo, no tenemos una teorfa de diferenciacion. Pero aun asi es posible 
establecer una version de la regia de la cadena para el calculo estocastico. Antes de estudiar dicha 
formula necesitamos introducir una clase especial de procesos: 

Definicion 1.57. Sea T > 0 fijo. Un proeeso estocastico {Xt)t^[o,T] es llamado un Proeeso de ltd si 
tiene trayectorias continuas c.s. y es de la forma 


Xf^ — An -f / hg ds -\- 


GgdWg 


( 1 . 2 . 20 ) 
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donde Xq es J^q— medible, y (/it)fg[o,T] y iGt)t&[o,T] son procesos reales adaptados a {J't}t&[o,T] tales 
que 


\hs\ ds < +CXD, 


ds < +CXD, e.s. 


es deeir h e H^[0,T]y G e H^[0,T]. 


Notacion. Para un proeeso de Ito se aeostumbra eseribir (1.2.20) eomo 

dXf = htdt + GtdWt ( 1 . 2 . 21 ) 

y llamar a dXt la diferencial estocdstica de Xt. Esto es eonoeido eomo la notacion diferencial de ltd 


y es una forma efieiente de eseribir la eeuaeion (1.2.20). Se debe tener en euenta que la difereneial 
estoeastiea no tiene un signifieado matematieo explieito y solo debe ser entendida en el eontexto de 


la eeuaeion (1.2.20). 


Ejemplo 1.58. En virtud del ejemplo [l.44| se tiene que el proeeso (lEi^)t>o es un proeeso de Ito eon 
difereneial estoeastiea d{Wf) = dt + 2Wt dWt- 

Ejemplo 1.59. Sea (7r„)n>i una sueesion de partieiones 

0 i'nfi ^ ^ ^ irijU f 

de [0, t] tal que ||7r„|| -;■ 0. Por el teorema 


1.43 


n—1 




sdWs, 


y elaramente 


k=0 


n—1 


^ nt 

^ ^ (fn,fc+l ^ / lEs ds, 

' ’ n—>-oo l„ 

k=0 


para todo u para el eual t Wt{uj) es eontinua. Ea suma de los lados de la izquierda es igual a 


n—1 




k=0 


luego d{tWt) = Wtdt + t dWt- 


Definicion 1.60. Sea {Xt)t^[o^T] eomo en (1.2.20), y sea tal que 


sup \Ks\ < +CX), e.s. 
i6[0,T] 

Definimos Kt dXt := Ktht dt + KtGt dWt- 

Teorema 1.61 (Regia del produeto). Si XI = h\dt + G\ dWt {i = 1, 2), entonces 

d{XlX^) = X] dXf + X^ dXl + G\Gl dt 

o en forma equivalente 

XlX^ = + [\xlhl + XX + GlGl) ds + [\xlG^, + X^G,^) dW,. (1.2.22) 

Jo Jo 
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Demostracion. Sea t > 0 y suponga primero que y G* son procesos escalonados de la forma 


n—1 


n—1 


j=0 


G* - ^ i — 1,2 

3=0 


donde 0 = to < ti <■■■< tn = t y Cij, Cij son IFtj —medibles, i = 1,2. Dado que 

XI = XI. + Cij{s - tj) + eij{Ws - Wtj), sis e [tj, tj+i), 0 < j < n - 1, i = 1,2 
y Cij := Xl — Cijtj — eijWt- es —medible, por el lema 


1.53 


tenemos 


rij+i 


Hj+i 


{X^Gi + XtGl) dWs 

i-tj+i 


{Xlhl + Xghl + GIgI) ds + 

= C2jCij(fj+i — tj) + — t^) + C2jeij I Ws ds 

Jtj 

/tj+i 

Ws ds 


+ ^lj^2j{tj+l — tj) 

+ (^2jClj(,Wt._^_^ - Wt^) + e2jCij 


ij+i 


S dWs "f (^2j^lj 


Hj+i 


WsdW.s 


ij+i 


r-q+i 


+ ^ljC 2 jiWtj+r — Wt^) + ^ljC 2 j / s dWg + ^lj& 2 j / 

Jtj Jt 

= C2jCljitj+l - tj) + CijC2jitj+i - tj) + CijC2j(t|+i - 

+ e2Ku(^i.+i - Wt^) + - Wt^) 


WsdWs 


+ {eijC2j + Cije2j) 


r-q+i 


Ij+l 


+ eije2j s fj+i — “f 2 


iy.ds + j 

rtj+i 

WsdWs 


sdWs 


para eada 0 < j < n — 1. De los ejemplos[1.58|y[T39|se tiene que 


tj+iWtj_^^ - tjWt- — 


%+i 


Wsds + 


rtj+i 


sdWs 


= t,^i -tj+2 


b'+i 


WsdWs 


luego 


^j+i 


tj+i 


{Xlhi + XX + GlGi) ds + / (XlGf + X.^GJ) dWs 

Jtj 

= C2jClj{tj+l ~ tj) + CijC2j{tj+l — tj) + CljC2j{tj_^_l — tj) 

+ e2,Ci3m,,. -Wi^) + e,,C2,m^,, - Wi^) 

+ (eijC2j + cije2j){tj+iWt^j^i - tjWt^) + eije2j{W^.^.^ - W^.), 


(1.2.23) 
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Por otro lado 


— (Cii + cijtj+i + eijWtj^J{C2j + C2jtj+i + e2jlPt^.+i) 
“ (Cij + cijtj + eijWtj){C2j + C2jtj + e2jWtj) 


-CljC2j + C2jCljtj+i + e2jCljWt^^^ + CijC2jtj+l + CijC2jt‘^j+i + Cije2jWt^^^tj+i 

+ eijC2jWt^^^ + C2jeijWtj^j^tj+i + eije2jW^^^^ 

~ CljC2j ~ *^2jCljtj ~ ^2jClj^tj ~ ^ljC2jtj — CijC2jtj — Cije2jWt.tj 
- eijC2jWt^ - C2jeijWt^tj - eije2jW^^ 

= C2jCljitj+l ~ tj) + CljC2j(^j+l — tj) + CljC2j(^j+l — t'j) 

+ - Wt,) + ei,C2,(VPt,+, - Wt^) 

+ {eijC2j + Cije2j)(tj+iVPtj.+i - tjWt.) + eije2j{W^^^^ - 


y esto coincide con (1.2.23), obteniendo asf la regia del produeto en el intervalo [tj, tj+i), y su- 
mando sobre j se obtiene para el easo h, G esealonados. Para el easo general eonsidere sucesiones 
de proeesos esealonados tales que 



ds 



0 

n^oo 

0 

n^oo 


para i = 1, 2. Sea 


Xi’^ := X* + [ ds+ [ Gf dWs, n > 1, i = 1, 2. 


Por el eorolario ll.511 


sup |x*’"-x;|< [ \hi’^-h,\ds+ sup [ {G^f-Gs)dWs 
t&[0,T] Jo i6[0,r] Jo 


-^0, 


luego existe una subsucesion, que seguiremos notando por X*’"^, tal que X^—>■ XI uniformemente 
en [0, T], e.s. Por esta razon y por el teorema 1.42 usando la desigualdad 


\Xi’^Gi’^ - XiGil^ < 2\Xi’'^Gi’'^ - + 2|X*G^> - X*G, 

•Y2 I 2 I \ri I 2 


s s s s 

^212 \/^j,n\2 


= 2|X*’’* - X*|" ■ \Gi'y + 2|G^/ - Gl 


i |2 
s \ 

|x:|^ *,j = i,2. 


Se sigue que 


X!’"G!’" dW, 


XiGi dW. 


t G [0,T], i,j = 1,2. 
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Claramente tambien se tiene que 


XI’-ds / Xlhi ds, t,j = 1,2 


Gl’^Gl’^ds^^ / GlG^ds, Wte[0,T]. 


Escribiendo (1.2.22) para G^’- y X^’-, y tomando el Hmite en probabilidad cuando n —)■ cxd, se 
sigue la regia del producto para el ease general. □ 


Teorema 1.62 (Formula de Ito). Sea dXt = ht dt+Gt dWt, y sea F : [0, cx)) x IR —)■ IR Je clase 
(es decir en la variable t > 0 y en la variable a: G IR). Entonces el proceso F(t, Xt), t > 0, 
tiene diferencial estocdstica dada par 


dF{t,X,) = mt,X,) + &,X,)h, + i‘gX(t,X,)G 


dF I 


1 d'^F I 


dt + ^it,Xt)GtdWt. 


Note que si Wt fuera continuamente difereneiable en t, entonees (por la regia de la eadena para 
derivadas totales) el termino ^t)Gl dt no apareeeria. 


Demostracion. Paso 1. Usando induccion y el teorema anterior se prueba faeilmente que 

ci(Xr) = + \m{m - l)X]^-^Gl] dt + mX];^-^Gt dWt, (1.2.24) 

para todo entero m> 2. Por linealidad de la diferencial estocastica se obtiene entonces 

dQ{Xt) = {Q\Xt)ht + \Q'\Xt)Gl] dt + Q'{Xt)Gt dWt (1.2.25) 


para cualquier polinomio Q{x). 


Paso 2. Sea P{t, x) = g{t)Q{x) donde Q{x) es un polinomio en x G IR y g{t) es conti nuamen te 
difereneiable para f > 0. Dado que dg{t) = g'{t)dt, de nuevo por la regia del producto y (1.2.25), 


dP{t, Xt) = Q{Xt) dgit) + git) dQiXt) 

= {g'it)QiXt) + git)Q'iXt)ht + \git)Q"iXt)Gl] dt + git)Q'iXt)Gt dWt, 


es decir 


F(f,X0-P(0,Xo) 

= [ {f + %(xX.)h. + |S(s,X)Gj} ds + [ l£(s,X,)a,dW., 


(1.2.26) 


para t G [0, T]. 

Paso 3. Por linealidad, la formula (11. 2. 261) aiin es valida si 


P{'t,x) = '^9ii't)Qiix), 

i=l 


(1.2.27) 


34 







donde los Qi{x) son polinomios y los gi(t) son continuamente diferenciables. Sea ahora (Pn)n>i 
una sucesion de polinomios enxy t tales que 


Pn{t,x) - F{t,x), 


dPn, , OF, , 

Ox n^oo Ox 


dPn, , dP, , 

— t,a; -^ ’ 

at n^oo at 


d^Pn 

dx"^ 


(t,x) 


d^F, , 

3 ox^ 


uniformemente sobre eonjuntos eompaetos de [0, oo) x IR. Dado que eada polinomio Pn se puede 
eseribir de la forma ( 1.2.27|), por (1.2.261 tenemos 


Pnit, Xt) — Pn( 0 , Xq) 


^(s,X,) + ^{s,X,)h, + l^is,X,)GHds+ I ^(s,X,)GsdWs, 


dPn 


1 d'^P, 


dPn 


(1.2.28) 


para t G [0, T]. Dado que 


\^is,Xs)Gs - ^{s,Xs)Gs\^ds 0, 


[2 , c.s 
n^oo 


por el teorema 1.42 se tiene que 


^{s,X,)GsdWs-^ I ^{s,X,)G,dWs. 


dP I 


Ademas 


^ r I f (s. ^.) + Sf (s. ^.)h. + (s, A:,)Gd ds. 


Tomando el Ifmite en probabilidad en (1.2.281 euando n —)■ oo se sigue que 
F{t,Xt)-F{0,Xo) 


ms,Xs) + ^is,Xs)h, + l^{s,Xs)G'i\ds+ I ^{s,Xs)GsdWs, 


dP I 


1 d^F 


dP I 


lo eual prueba el teorema. □ 

Definicion 1.63. Un proeeso m—dimensional Wt = ..., t > 0, sera llamado un mo- 

vimiento Browniano m—dimensional si sus eomponentes WJ: son movimientos Brownianos reales 
independientes. 


Sea {Wt)t>o un movimiento Browniano m—dimensional eon 14o = 0 y sea {J7}i>o la filtraeion 
generada por {Wt)t>o aumentada eon los eonjuntos P—nulos de D, es deeir 

Ft = U {Ws : 0 < s < t}), t > 0 

donde Af = {E C n : 3G e F, G D E y P(G') = 0}. 
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Definicion 1.64. Notaremos con HP’^^'^[to,t] el espacio vectorial de los procesos (Xs)s>o con 
valores en el espacio de matrices y adaptados a tales que G t] para cada 

1 <i < d, 1 < j < m. Analogamente se define t]- 

Definicion 1.65. Para X G t] definimos la integral de Ito d—dimensional como el vector 

columna 

xiuwn 



La siguiente es la generalizacion de la Formula de Ito al caso d—dimensional (ver HFRIE 75l ): 
Teorema 1.66. Sea {Xt)t>o un proceso de ltd d—dimensional de la forma 

hgds + [ Gs dWs 

Jo 

con h G y G E T], y sea F : [0, cx)) x IR”^ —IR Je clase (es decir 

en la variable t > 0 y en la variable x G IR*^). Entonces el proceso F(t,Xt), t > 0, tiene 
diferencial estocdstica dada por 

dF(t,Xt) = {f ■ ht + \Tr{DlF(t,Xt)-GtGl)]dt + X,F(t,Xt)-GtdWu 



donde 




= ( 


OF 


OF 


\dxi ’ ’ dxd' 

es el gradiente de F con respecto axy D^F es la matriz de tamano dxdde las segundas derivadas 


con respecto a x, es decir, (DlF)ij = 


d'^F 


1 < i, j < d. 


1.2.4. Aplicaciones de la Formula de Ito 


Recuerde que {Ft\t>o es la filtracion generada por un movimiento Browniano m—dimen-sional 
(lRi)t>o, aumentada con los conjuntos P—nulos de Vt. 

Teorema 1.67 (Teorema de Representacion de Martingalas). Sean T > Ofijo y sea {Mt)t^[o^T] tma 
martingala con respecto a {Xt}tg[o,T] tcil Qtie 

E(\Mt\^) <+oo, VtG[0,T]. 


Entonces existe un proceso X G T] tal que 


Mt = Mo + 


XsdWs, 


c.s. 


Demostracidn. Sea "H := {Z G Ft, P) : E{Z) = 0} dotado con el producto intemo usual 
de L^{n,FT,P) 

{Z\Z^) = E{Z^ ■ Z^). 
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Dado que la aplicacion X i— h J^^Xg dWg de T] en H es una isometria, el espacio 

V := I J^X.dW, : X e M2’ix™[0,T]} 

es un subespaeio eerrado de luego H = V © V-*-, donde V-*- es el complemento ortogonal de V 
en H : 

= {N eU: E{Z ■ iV) = 0, VA^ e V}. 

Si probamos que V = "H, toda variable aleatoria euadrado integrable medible eon esperanza 
eero podra entonees ser representada eomo la integral estoeastiea de un proeeso en 
En partieular, la v.a. Mt — Mq G V, tendra la representaeion 

Mt-Mo= [ X,dWs, X G M2’1x”^[0,T]. 

Jo 

Tomando valor esperado eon respeeto a. Xt y usando la propiedad de martingala de la integral es¬ 
toeastiea se sigue 

Mt-Mo= [ XsdWs, tG [0,T] 

Jo 

obteniendo asi la representaeion deseada. Dado que "H = V © V-*-, probar que V = "H es equivalente 
a verifiear V-*- = {0} : 

Paso 1. Sea Z G V-*- y definamos la martingala Zt := E[Z \ Xt) , t G [0, T]. Dado que 

rx,dw,= r x,^,r]{s)dWs, 

Jo Jo 

para todo tiempo de parada r < T y para todo X G T], entonees /qX^ dWs G V y 


0 = E 

Z- [ XsdWs 

= E 

E 

Z- [ XsdWs 

Xr 

= E 

[ XsdWs-E[Z \Xr] 


Jo 



Jo 

- 


Jo 


= E 


X, dW.. 


Dado que E[Zq] = E [E[Z \ Xo]] = E[Z] = 0, por el teorema 1.24 el proeeso 

Zf ( XsdWs, tG[0,T], 

Jo 

resulta ser una martingala eon respeeto a {Xt}tg[o,r], para todo X G T], 

Paso 2. Para un 0 G IR™ fijo pero arbitrario defina 


f{t, x) := exp(X*a: + \\0\^t) = exp(||6*|^t) • 008 ( 0 * 0 :) +i ■ exp(||0|^t) ■ sin(0*o:), 


'1 lfl |2 


1 lfl|2j 






eon (t,x) G [0,T] x IR”*, y defina := f{t,Wt), t G [0,T]. Entonees |Mf| = exp(||0pt). Dado 
que 
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aplicando Formula de ltd m—dimensional a fi(t, Wt) obtenemos 


Wt)] = Wt)-lJ2 Wt)0^}dt - /2(t, Wt)e*dWt = -/2(t, Wt)e*dWt. 

J=1 

De forma completamente analoga se deduce que d[f 2 {t, Wt)] = fi{t, Wt)9*dWt, luego 
d{f{t, Wt) = {-/2(t, Wt)+f hit, Wt)} 9*dWt = i ■ fit, Wt)9*dWt 


Mf = l + V^- / 9,MldWl, te[0,T]. 
i=i do 

Como \Mf\ < exp(||6*pT) si t G [0, T] para un 6* G IR”^ fijo, las integrales estocasticas en la ultima 
igualdad son martingalas con respecto a {J^t}t(i[o,T]-, y en particular, (Mf )tg[o,r] tambien lo es. 

Paso 3. Por los pasos 1 y 2 de la prueba )tg[o,T] es una martingala con respecto a {J^t}t&[o,T]- 
Entonces 


E [ZtM^^ I Es] = ZsMl = Zs e-x^ii9*Ws + l\9\h), 0<s<t<T. 

Multiplicando aambos lados por expi—i9*Ws — ^\9\‘^t)y usando que expi—i9*Ws) es medible 
se sigue que 

E[Ztexp{t9*iWt-Ws)) I J-,] =Zsexp{-l\9\\t-s)), 0<s<t<T. 

En particular, si 0 = to < < • ■ ■ < := — Wt^_-^ y 6*^ G IE*”, k = 1,. .. ,n, se 

obtiene 


E 


Zt ■ exp^i y^f9^)*Af 


k=i 


= ElE ZT-exp(^z^(9^)*A,J Et„_, 

k=l 

= exp(-b|6'”|^(t„ - -E Zt^_^ ■ exp(^iJ^(9^)*A/ 

k=l 

n 

= ■■■ = exp^-b ^ |6'^P(4 - 4-i)) ■ EiZtf) = 0, 


n—1 


k=l 


luego 

n 

ZtA exp G IR’”, A; = 1,..., n. 

k=l 

Como Zt = Z es medible, podemos definir la medida Q sobre Et via dQ = Z ■ dP, es decir 
Q(A) = E[1aZ],\/A g Et- Entonces 


t} = E 


Zt ■ exp[i^i9^)*A 


k=l 


n 

= I exp(^i^(d'=)*A; 


dQ 
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para todo 6*^ G IR™, fc = 1,..., n. La unicidad de la transformada de Fourier implica que 


Q 






0 . 


Como J^T es generada por vectores finito dimensionales de la forma , lLt„), se sigue que 

QL = 0, lo eual eonduee a Z = 0 e.s. □ 

^\J-T 

Teorema 1.68. Sea X e talque 

e[ \Xt\‘^P dt <+00 

Jo 

para algun p>l. Entonces 





2p- 


E 

sup 

/ XsdW, 


<CpTP-^E |X,| 


.te[o,T] 

Jo 


Jo 


donde Cp = [Ap^/{2p — 1 )]^. 


Demostracion. Aplieando formula de ltd al proeeso Mt = f* X^ dWg (que en notaeion difereneial 
se eseribe dMt = Xt dWt) con la funcidn F{x) = obtenemos 

d{MlP) = p{2p - 1)(M,)2P-2|X,|2 ds + 2p{MsfP-^X, dWs. 

Para cada n > 1 defina los tiempos de parada := mf{f > 0 : \Mt\ > n}. Integrando la anterior 
expresion entre 0 y f A 

rtAT„ ptATn 

= p{2p - 1) / ds + 2p dWs. 

Jo Jo 

Por la definicion de los tiempos de parada, para cada n > 1 se tiene 


E [\M^P-^\X,\)h[o,r„){^)ds < n^P-^E f \Xs\^ ds < +oo 
Jo Jo 


luego, por la proposicion 1.54 


pthT-n pt 

E / {MsfP-^X, dWs = E (M,)2p-iX,l[o,r„)(s) dW, = 0 
Jo Jo 


y 

ptAT„ 

E[{Mt^^JP] =p{2p-l)E / {MsfP-^\Xs\‘^ ds. 

Jo 
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Entonces la aplicacion t ^ E es monotona creciente, y por la desigualdad de Holder 


rTATn 


E[{MTAryP] =pi2p-l)E {M,fP-^\X,\^ds 


= p{2p-l)Ej ds 

<p(2p-1)|b^ (AW)""*! IeJ^ \X,„r,\^<’ds 

H T p ^ - T/\i~ ' ^ 

{MTArJPdsl ' -IeJ^ "\X,\^^ds 
<p{2p-l)T"-^{E[{MTArJ^]y^ ■ S^E^lXsl^^ds 


dividiendo por | E {Mtat, 


p-i 

p 


a ambos lados 

i/p 


[E[{MTArJ^]} " <p{2p-1)t"-^Ie \X,\^^ds 


i/p 


elevando a la p—esima potencia y usando el lema de Fatou 


E[{MTfP] = E 


lira ini{M tAt 


< limmiEUMTArS^] < [p(2p - E / \Xs\^p ds. 

n^oo Jq 

Finalmente usamos la segunda desigualdad de Doob para obtener 

2p 


sup {MtfP 
Ue[o,T] 


< 


2p 


2p-l 


E [M^P] < [4pV(2p - 1)]PTP-^ E / |X,|2P ds. 


□ 


Observacion 1.69. Para el caso en que {Xt)t>o toma valores en el espacio de matrices la 

constante Cp cambia, ya que para la integral d—dimensional se tiene 


X, dW, 


2p 


-i=l J j=l ^0 


d . rt 


2p 


donde es la i—esima fila de X*, luego 



~ 


2p 

E 

sup 

/ XsdWs 



.te[o,r] 

Jo 

_ 


< (dT)^’-i[V/(2p - l)fE / \\XsfPds. 


(1.2.29) 


(recuerde que || 2 :p = Tr[zz*] = J2t=i SJLi 2 : G IR' 


dxm\ 
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1.3. Semigrupos y procesos de Markov 

Sea B un espacio de Banach y sea i^(B) el espaeio de Banach de todos los operadores lineales y 
eontinuos (aeotados) sobre B eon respeeto a la norma 

11^1 = sup ||T/||. 

Il/ll<i 

Diremos que un operador T G i^(B) es densamente definido si el dominio de T, que notaremos por 
D{T), es denso en B. 

Definicion 1.70. Una familia {Tt)t>o C U(B) eon D{Tt) = B para todo t > 0 se llama Semigrupo 
fuertemente continuo o Cq— semigrupo si 


(i) To = / y limt_j.o+ Ttf = /, V/ G B (eontinuidad fuerte), 

(ii) TtTs = Tt+s, Vs, t > 0 (propiedad de semigrupo). 


Si ademas \\Tt\\ < 1 (e.d. Tt es una eontraeeion) para todo t > 0 el semigrupo se llama Cq— semigrupo 
de contracciones. 


Definicion 1.71. Sea (Tt)t>o un Uq— semigrupo sobre B. Se define el generador infinitesimal A : 
D{A) C B —)■ B del semigrupo por 


D{A) = |/ G T : lim \{Ttf — f) existe en b| 
.4/ = l;mf(T,/-/). 


(1.3.1) 


El generador infinitesimal es importante porque bajo eiertas eondieiones earaeteriza eompletamen- 
te al Uq— semigrupo (Teoremas de Hille-Yosida y Lumer-Phillips UPAZY 8311 1. 

Antes de ver las propiedades mas importantes del generador infinitesimal neeesitamos primero la 
siguiente definieidn 

Definicion 1.72. Una funeion / : [a, 6] —B se diee Riemann-integrable si el Ifmite 


lim y^/(sfc)(4 - 4-i) 

k=l 

existe, es independiente de las partieiones 7r„ : a = tofii < ■■■ < tn = h, donde ||7r„|| = 
maxi<fc<„(tfc — tk-i) —>■ 0, y tambien es independiente de los puntos intermedios Sk G [4i,4]- 
Denotaremos el limite por ' f{t) dt. 

Teorema 1.73. Sea A el generador infinitesimal de un Cq— semigrupo {Tt)t>Q sobre B. 

(a) Si f G D{A) y t > 0 entonces Ttf G D{A) y 

= ATtf = TtAf. 
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En particular se tiene la igualdad 


TJ-f= [ ATJds= [ T^Afds. (1.3.2) 

Jo Jo 

(b) Si f ^ B y t > 0 entonces Tgf ds G D{A) y 

TJ-f = A[ TJds. 

Jo 

(c) El generador infinitesimal A : D{A) C B ^ B es un operador cerrado y ademds D{A) es 
denso en B. 


Demostracidn. (a) Para / G D{A) y t > 0, por continuidad de Tt tenemos 

Ita - T.f) = Ito - T,f) = Ito T,(i(T./ - /)) 

Entonces TJ e D{A), ATJ = T,Af y = aTJ = T,Af. 

Falta ver que = T^Af. Para 0 < h <t se tiene que 

dt 

- TJ) - TtAf = ^{TJ - Tt-hf) - TtAf 

- liJ-.nf - J-J) - J-.Af + T._u/ - J-.TUf. 

Usando la definieion del generador infinitesimal ^ y la eontinuidad fuerte del semigrupo se obtiene 
entonees que 


-T,f)-T,Af 


< \\T,-i,(l{TJ - /) - .4/) II + lITt-iW -riM/)|| 

< l|r,-s|| ■ ||i(rft/ - /) - .4/11 + ||r,_i|| ■ ||.4/ - rj/.4/|| 

< Ili(rft/ - /) - .4/11 + 11.4/ - n/.4/||-^ 0, 

" " /n>0+ 


es decir 


= i(m i(T,+s/ - T,f) = h'm - T,f ) = T,Af. 

at /ito n hio —h 


La igualdad ( |1.3.2| ) se sigue faeilmente usando que 

r d^TJ) 


ds 


ds = TJ - Tof = TJ - f. 
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(b) Usando la continuidad y linealidad de los operadores Th, h > 0, y el teorema fundamental del 
ealeulo obtenemos 


1 

h 


n [ TJds- [ Tsfds 

. Jo Jo 


f ThTJds- [ TJds 
L^'O Jo 

f n+Jds- [ TJds 
L-'O Jo 

rt-\-h pt 

I TJds - / TJds 
h Jo 




TJds - - / TJds -^ TJ - TJ = TJ-f 


h 


h^Q+ 


(e) Dado que para eada / G B 


f = Tof = Imi^ [ TJds 
40 t Jq 


la parte (b) impliea que D{A) es denso en B. Para ver que A es eerrado, sea (/n)n>i C D{A) tal 
que fn—^fy ^fn —)■ (? en B. Por (|1.3.2[) se sigue que 


TJn-fn= / T^Afnds 

Jo 

para eada t > 0. Haeiendo n —)■ oo se obtiene Jf — f = Tgg ds. Dividiendo por t > 0 

\{Ttf - /) = 7 [ Tsgds --» Tog = g 

t t Jo t^o+ 

lo que signifiea que / G D{A) y Af = g. 


□ 

d 


Definicion 1.74. Sea p{t, x, s, A) una funeion no negativa definida para 0 < t < s < +oo, x G IR' 
y Ae i3(lR'^) tal que 

(i) X HG p{t, X, s, A) es Borel-medible, para eada s >t, A e i3(lR‘^); 

(ii) A I —y p(t-) ’^ 1 A'^ 6s un3. mcdids. dc prob3.bilid3.d, p^rs. C3.d3. s ^ x G IR j 

(iii) p satisfaee la ecuacion de Chapman-Kolmogorov 

p{t,x,s,A)= / p{u,y, s, A) p{t,x,u,dy), para todo f < u < s, x G IR^ A G i3(lR'^). 


Diremos entonees que p es una probabilidad de transicidn, o funeion de transicion de probabilidad. 
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Definicion 1.75. Si una probabilidad de transicion p solo depende de s — t, es decir 

p{t, X, s, A) = p{0, x,s — t,A), para todo s > x G ]R^ A G 

decimos que p es homogenea y escribiremos p{t, x, A) en vez de p(0, x,t,A), t > 0. En este easo 
la eeuaeion de Chapman-Kolmogorov se eseribe: 

p(t + s,x,A)= / p(t,y, A) p{s,x,dy), t, s > 0, x G IR*^, A G i3(lR'^). 

in'* 

Observacion 1.76. Es eostumbre tambien requerir que la medida p(0, x, •) eoineida eon la medida 
de Dirae ex en IR'^, y que 1 1 -)- p{t, x, A) sea eontinua en eero, esto es limt_^o+ p(R x, A) = ex{A). 

Reeuerde que la medida de Dirae ex se define eomo ex(A) := 1 a{x). 

Proposicion 1.77. Sea p{t, x, A) una funcion de transicion de probabilidad homogenea definida 
para t > 0, x G IR'^ y A G i3(lR‘^). Entonces lafamilia de operadores {Tt)t>o definida por 

{Ttf ){x) := [ f{y)p{t,x,dy), x G IR"* 

es un Co—semigrupo de contracciones sobre el espacio de Banach 

Bq ■= ■. IR^ ]R\ f es acotada, borel medible y \Ttf — /||oo 0 | 

con la norma ||/||oo := sup^gjj^d |/(x)|. 

Demostracion. Ea propiedad de semigrupo y la eontinuidad fuerte se obtienen direetamente de la 
eeuaeion de Chapman-Kolmogorov para el easo homogeneo y de la definieidn de Bq respeetiva- 
mente. Dado que 

\{Ttf){x)\ < [ \f{y)\p{t,x,dy) < ||/||oo, 

elaramente Tt es una eontraeeion para todo t > 0. □ 

Definicion 1.78. Sea {Xt)t>o un proeeso estoeastieo eon valores en IR'^ adaptado a una filtraeion 
Diremos que (Xt)t>o es un Xt—proceso de Markov (resp. Xt—proceso de Markov ho¬ 
mogeneo) eon probabilidad de transieion p{t, x, s, A) (resp. probabilidad de transieidn homogenea 
p{t, X, A)) si para todo s > ty A e i3(lR'^) se tiene 

P{XseA\Xt)=p{t,Xt,s,A) (1.3.3) 

(resp. (P(Xs e A\Xt) = p{s - t, Xt, A)). 

Observacion 1.79. Si tomamos la esperanza eon respeeto a Xt en ( |1.3.3[ ) se obtiene 

P{XseA\Xt)=p{t,Xt,s,A) 

y esto permite interpretar a la probabilidad de transieion p{t,x,s, A) eomo la probabilidad de que 
al tiempo s el proeeso X este en A dado que al tiempo t estuvo en x. 
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Definicion 1.80. Una probabilidad de transicion homogenea p{t, x, A) se dice estocdsticamente 
continua si 

lim p{t,x, B{x,e)) = 1 (1.3.4) 

t^>o+ 


para todo £ > 0 y a: G IR fijo. Si el Kmite en (1.3.4) se tiene uniformemente en x para eada e > 0, 
la probabilidad de transieidn se diee uniformemente estocdsticamente continua. 


Lema 1.81. Sea {Xt)t>o un Xt—proceso de Markov homogeneo con valores en IR'^ y probabilidad 
de transicion p{t,x,A). Si {Xt)t>o tiene trayectorias continuas a derecha entonces p{t,x,A) es 
estocdsticamente continua. 


Demostracidn. Sea (tn)n>i C. 1R+ una sueesion tal que tn \ 0 y defina la sueesion de eventos 
En := {Xt^ E B{x, £)}, n> 1. Dado que Xq = lim„^oo 

OO OO 

{Xo E B{x,e)} C M r^En = lim inf En. 

' Tl^OO 

n=lk=n 


Por lo tanto, para todo x E IR'^ y e > 0, 

lim inf x, B{x, e)) = liminf P(Xt„ G B{x, e) | Xq = x) 

n^oo n^oo 

> P (lim inf En \ Xq = x) 

n^oo 

> P(Xo G B{x,e) I Xq = x) = 1. 


□ 

Proposicion 1.82. Sea {Xt)t>o como en el lema anterior, y sea f : IR'^ —)■ IR acotada y continua. 
Entonces, para cada x E se tiene 


Urn iTtf){x) = f{x). 

t^o+ 

Demostracidn. Debido a la eontinuidad de /, para eada x E IR'^ y para 5 > 0, existe B{x, s) tal que 
siy E B{x, e) entonees \f{y) — /(x)| < 6. Por lo tanto 


iTtf){x)-f{x)= [f{y)-f{x)]p{t,x,dy)+ [f{y)-f{x)]p{t,x,dy), 


' B(x,e) 


' B{x,eY 


y de esto se sigue que 

\{Ttf){x) -/(a;)| < 5p{t,x,B{x,e)) + 2\\f\^p{t,x,B{x,eY). 

Esta desigualdad junto eon el lema anterior prueban la proposieion. 


(1.3.5) 

□ 


Tambien de la desigualdad (1.3.5) se deduee el 


Corolario 1.83. Si pit, x, A) es uniformemente estocdsticamente continua entonces el semigrupo 
iTt)t>o es fuertemente continue sobre C6(IR'^). 
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Proposicion 1.84. Sea {Xt)t>o un Xt—proceso de Markov con espacio de estados IR'^ y probabili- 
dad de transicion 

pit, x,s,A), s > t > 0, a: G IR'^, A G i3(]R'^). 

Entonces (t, Xt)t>o es un Xt—proceso de Markov homogeneo con espacio de estados [0, cxd) x IR'^ 
yfuncion de transicion de probabilidad 

g(s, (t, x),C X D) = pit, x,t + s, D) ■ lc(t + s), C G i3([0, +cxd)) , D G i3(]R'^). 


Demostracidn. Veamos que q asf definida es una funcion de transicion de probabilidad: la condicion 
(i) es inmediata. Dado que la aplicacion C lc(t + s) es precisamente la medida de Dirac Ct+s 
concentrada ent + s, entonces 

C X D pit, x,t + s, D) ■ Icit + s), C E i3([0, +cxd)) , D G i3(lR'^) 

genera una medida producto (y que es una medida de probabilidad) sobre [0, oo) x IR^, para cada 
t > s, X E IR'^, lo cual prueba (ii). Para ver que q satisface la ecuacion de Chapman-Kolmogorov 
usaremos la igualdad 


[ fir)detir) = fit), 
J [0,oo) 


para todo / : [0, cxd) —1R, t >0 


(ver demostracidn en HBL/MU 031 ejemplo 2.2.2, pag. 76). Si s, r > 0 entonces 


/ qis,iu,y),C X D)qir,it,x),du®dy) 

7[0,oo)x]R,‘* 

= / piu,y,u + s,D) ■lciu + s)pit,x,t + r,dy)det+riu) 

J [0,oo)x]R,‘* 

= / pit,x,t + r,dy) / piu,y,u +s,D) ■lciu +s)det+riu) 

7]r‘* 7[o,oo) 

= / pit,x,t + r,dy) pit E-r,y,t + r + s,D) - Icit Ar ^ s) 

Jin'* 

= pit, x,t + s + r,D) ■ Icit + r + s) = qis + r, it, x),C x D). 

Por ultimo, dado que p satisface ( |1.3.3[ ), para s > t se tiene que 

qis - t, it, Xt),C X D) = pit, Xt, s, D) ■ lc(s) = P(X5 E D \ Xt) ■ lc(s) 

= Viis,Xs)ECxD\Xt). 


□ 


Observacion 1.85. Si iXt)t>o es un proceso de Markov, el semigrupo iTs)s>o asociado a las pro- 
babilidades de transicion del proceso de Markov homogeneo (f, Xt)t>o esta dado por 


iTJ)it,x) = 


'[0,oo)x]R‘* 


7[0,oo) 


fir, y)qis, it,x),dr ® dy) 
fir, y) pit, x,t + s, dy) det+sir) 


fit + s,y)pit,x,t + s,dy), s > 0. 


'R'^ 
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Para mas resultados sobre semigrupos de operadores y su conexion con procesos de Markov con- 
sultar UKA/TA 81 1 ^AZY 831ITODO 92[ IXUnOR 971 . 
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2. Ecuaciones diferenciales estocasticas y conexion con EDPs 
lineales de segundo orden 


2.1. Ecuaciones diferenciales estocasticas 


Sea (Wt)t>o un movimiento Browniano m—dimensional definido sobre un espaeio de probabilidad 
(fi, P) y sean 

b : [0, +oo) X IR-^ ^ IR'^, a: [0, +oo) x IR'^ ^ IR^^™ 

funeiones medibles. Nuestro objetivo en esta seeeion es mostrar existeneia y unieidad de solueiones 
de ecuaciones diferenciales estocasticas (EDEs) de la forma 


dX, = h{t,X,)dt + a{t,Xt)dWt, Xo = e 


( 2 . 1 . 1 ) 


donde la condicion inicial ^ es una v.a. d—dimensional independiente de {Wt)t>Q- Hay que reeordar 
que la eeuaeion (|2.1.1[) se debe interpretar exelusivamente eomo una eeuaeidn integral, a saber 


Xt = i+ / h{s,Xs)ds+ / (T{s,Xs)dWs, t > 0, 


( 2 . 1 . 2 ) 


o de modo equivalente, usando eomponentes 


Xl = i^+ / W,{s,Xs)ds + 


m 

E 

i=i ' 


cr. 




(s, Xs) dW^ t > 0, 1 < i < d. 


A lo largo de esta seeeion {Xt}t>o denotara la filtraeion generada por ^ y iWt)t>o, aumentada eon 
los eonjuntos P—nulos de fl, es deeir 

Xt = lEs : 0 < s < f} U A/"), t>0 

donde ff = {E C n 3G e X, G D E y P(G) = 0}. 

Definicion 2.1. Diremos que un proeeso {Xt)t>o eon valores en IR”^ y trayeetorias eontinuas e.s. es 
solueion (fuerte) de la EDE ( |2.1.1| ) si satisfaee 


1- (Xt) i>o es progresivamente medible eon respeeto a {Xt}i>o, 
2. [ (|6(s,Xs)| + ||cr(s,Xs)p) ds <+00 e.s. paratodo t > 0, 


3. Xt = .^ + / b{s,Xs) ds + / a{s,Xs)dWs, t>0 e.s. 


(reeuerde que para 2 ; e IR'^^”*, || 2 ;|| := Tr[zz*Y/‘^). 

Si la matriz a (que suele llamarse matriz de dispersion) es identieamente eero, la eeuaeidn (2.1.2) 
se reduee a una eeuaeidn integral ordinaria (no estoeastiea, exeepto tal vez por la eondieidn inieial) 
de la forma 


X^ = Xq + / 6(s, X^) ds, f > 0 


(2.1.3) 
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Usualmente, en la teoria de tales ecuaciones se impone la hipdtesis de que el eampo veetorial b(t, x) 
satisfaga una eondieion de Lipschitz loeal en la variable de espaeio x G IR'^ y sea aeotada sobre 
subeonjuntos eompaetos de [0, oo) x IR'^. Estas eondieiones garantizan que para un t > 0 sufieien- 
temente pequeno, las iteraeiones de Picard-Lindeldf 


j^(0) _ ^ j^(n+l) 



n > 0 


eonvergen a la solueion de ( |2.1.3[ ), y que esta solueion sea uniea. En auseneia de estas eondieiones 
la eeuaeion podria no tener solueion o tener infinitas solueiones. For ejemplo, la eeuaeion integral 
(determinfstiea) unidimensional 

Xt= [ \X,\^ds (2.1.4) 

Jo 

tiene una uniea solueion para a > 1, a saber: Xt = 0. Sin embargo, para 0 < a < 1, todas las 
funeiones de la forma 


= 



0 < t < s, 
t > s. 


eon (3 = 1/(1 — a) ys>^ arbitrario, son solueion de (2.1.4). 


Pareee entonees razonable desarrollar la teorfa de EDEs imponiendo eondieiones del tipo Lipschitz 
en los eoefieientes: 


Diremos que hy a satisfaeen 

(a) la eondieion de Lispehitz global, si para eada T > 0 existe una eonstante Kt > 0 tal que para 
todo t G [0, T] y para todo par x, x' G IR'^ 

\b{t,x) — b{t,x') \ + \\a{t,x) — a{t,x')\\ < Kt\x — x'\ (2.1.5) 


(b) la eondieion de Lispehitz local, si para eada T > 0 y para eada n > 1 existe una eonstante 
KT,n > 0 tal que para todo t G [0, T] y para todo par x, x' G R[0, n] 

\b{t, x) — b{t, x')\ + ||cr(t, x) — a{t, a;')|| < KT^n\x — x'\ (2.1.6) 


Para demostrar existeneia y unieidad bajo estas hipotesis tambien neeesitaremos que los eoefieientes 
satisfagan la eondieion de crecimiento lineal: para eada T > 0 existe una eonstante Kt > 0 tal que 

\b{t,x)\ + < Kt{ 1 + \x\), VfG[0,T], Vx G IR'^ (2.1.7) 

Esta eondieion nos permite estableeer la siguiente estimaeion a priori de los momentos de solueio¬ 
nes de EDEs 


Lema 2.2. Sea (Xt)t>o solueion (fuerte) de la EDE {2.1.1 1 y suponga que existe un entero p ^ 1 ta l 
que < -fcx). Si los eoefieientes by a satisfaeen la eondieion de crecimiento lineal {2.1.7), 

entonees 


E 


sup \Xt?P 
Lt6[o,r] 


sup \Xs-X(\^P 

t<s<T 


<Ce^^{l + E{\i\^P)], VT>0, 
<C'{T-tY{l + E{\^\^P)}, fG[0,T] 


donde C, C son constantes que dependen solo de T, Kt y p. 
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Demostracion. Usando la desigualdad |a + 6 + + |cp^), se obtiene para 

tG [0,T] 


\Xt\^^ +\j^ 6(r,X,)dr|''’+|^ a{r,Xr)dW, 


2p 


De la desigualdad de Holder se sigue 


[ b{s,Xs)ds 

2p 

d r \ 2 

V / W,is,X,)ds) 

p 

< 

f\b{s,Xs)\^ds 

Jo 


J=1 ^do J _ 


.Jo 


/ \b{s,Xs)\^Pds 


luego 


\X^^2p < + j\b(r,Xr)\^P dr+\j\{r,Xr)dWr^^^^ 

Si Tn := mf{s > 0 : \Xs\ > n}, el proeeso = a{s, Xs)1[o,t-„)(s), s > 0 satisfaee 


( 2 . 1 . 8 ) 


Jo Jo Jo 

< tKfP{l + nfp 

para todo t > 0, luego podemos apliear la desigualdad ( |1.2.29| ) y obtener 

2p- 


E 


■ 

rs/\Tn 

2p- 



sup 

/ cr(r, X,) dWr 


= E 

sup 

_0<s<t 

Jo 



.0<s<i 


a 


V,X^)l[0,r,)(r) dWr 


<C,E-^E / ||a(r,X,)||2n[o,.„)(r)dr 


eon Cp = dP ^ [4p^/(2p — 1)]^. Tomando t = s A r„ en (|2.1.8|) y usando la anterior desigualdad, 

2p^ 


"SATn 




CSATn 


a(r, X,) dWr 


E 


sup \XsAtS^ 

0<s<t 


< 


-1 


\b{r,Xr)\^Pdr + 

Jo 

2p) + pp-^E f \b(r, A'.)|"'’l[„.„o(r) dr 
Jo 

+ C^-'E f \a{r, AA)||"U|„,,„,(r) <ir} 


< + (t‘’-^ + C,t<-')l4’Ej\l + |A,|)=''l[„,,„,(r)<ir} 


-1 



2pd 


)+2^’-'l{t + E |A,dn|„,,.,(r)<ir| , t e [0,T] 


< 


donde L = + CpTP-^)K^/. Dado que |X,|2n[o,.„)(r) < supo<,<,;,,„ y 


E 

sup \Xsf,rS^ 

= E 

sup |X,|2?> 


_0<s<t 


_0<S<tATn 
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del teorema de Fubini se tiene que la aplicacion (^n(t) = E [sup satisface 

^nit)<c[E{\i\^P)+l + (^n(r)dr}, te[0,T] 

con C = V 2‘^P~^L V 2^^“^LT). For el lema de Gronwall (ver HTUDQR 971 ), ^nif) < 

Ce^^{l + E(\^\‘^P'j } para t G [0, T], Vu > 1, y por el lema de Fatou 


E 

sup IX^I^^ 

= E 

liminf | 

sup |Xs|^^) 


_0<s<t 


n^oo ' 

^ 0<S<tATn ' _ 


< liminf E 

n^oo 


sup |X,|2p 

0<S<tATn 


<Ce“{l + B(|fpr)}, 


«e [O.T], 


lo cual prueba la primera desigualdad. Para la segunda desigualdad, siO<s<M< t < T entonces 


l^n - < 2^P-\u - / \b{r,Xr)\^Pdr + / cr(r,X,) dWr 


2p 


Tomando ahora := mf{M > s : |X„| > n}, usando un razonamiento analogo al anterior y la 
desigualdad E[\Xr\‘^P) < Ce^'^[l + } se obtiene 


ru/\T„ 


\XuAr„-Xs\^P<2^P-^[{uArr,)-s]^P-^ \b{r,Xr)\^Pdr + 2^P-^ / cr(r,X,)diy, 


cuATu 


2p 


rtATn 


sup < 2‘^P-\t - s)2p-i 

s<u<t 


sup \Xy,AT„ - Xsl'^P 

S<U<t 


\b{r,Xr)\^Pdr 
J S 

nil 

+ 2^P~^ sup / a{r,Xr)l[s,rr,){r)dWr 

S<U<t J s 

<42p-i(t-s)2p-i f K^P{l + Ce^^){l +E{\^\^P)}dr 


2p 


+ A^P-^Cp{t - s)P-^ j K^P{1 + Ce^^){l + } dr 

= C\t-s)P{l + E{\eP)} 

con C" = A^p~^K‘^{TP + Cp){l + Ce^'^), y de nuevo por el lema de Fatou se sigue el resultado. □ 


Los resultados que veremos a continuacion bajo condiciones del tipo Lipschitz constituyen la teorfa 
estandar de EDEs desarrollada por K. ltd. 


2.1.1. Unicidad y existencia de soluciones 


Diremos que la EDE ( 2.1.1[ ) satisface la unicidad en trayectoria o unicidadfuerte si dos soluciones 
X y X' son indistinguibles, es decir, satisfacen 


p(Xi = x; vf > 0 ) = 1 


Debido a que dichos procesos tienen trayectorias continuas c.s., bastara con mostrar que uno es 
modificacion del otro, es decir que P(Xt = X[) = 1, para todo t > 0. 
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Teorema 2.3. Sean If : [0, oo) x IR'^ —)■ IR'^, a* : [0, oo) x IR'^ — funciones medibles y 
localmente acotadas, i = 1, 2. Sea D C IR'^ un conjunto abierto yT>0. Supongamos que 

b^{t,x) = b‘^{t,x), V(t,a;) G [0,T] x D 

y que existe una constante Kt > 0 tal que para todo t E [0, T] y para todo par x,x' G D 

\f{t,x) — b\t,x') \ + \a'^{t,x) — cT*(t,a;')|| < Kt\x — x'\ 

\\a\t,x)\\ + \f{t,x)\ < Kt{1 + |a;|), i = 1,2. 


(2.1.9) 


Sea X* solucidn (fuerte) de la EDE (2.LI) con condicion inicial Xq cuadrado integrable y coefi- 
cientes f, a'' y sean 

Ti = mf{t > 0 : ^ D}, i = 1,2 

T = mf{t > 0 : Xl ^ D o X^ ^ D} = Ti A T 2 . 

Si Xq (cj) = Xq (cj) para casi todo u para el cual Xq (w) E D o Xq (ca) G D, es decir 

P(((Xo^ ED)yj {Xl E D)) n (X^ = X^)) = 1 
entoncesP{Xl^^ = X|^^, Vt G [0,T]) = 1. 

Si ademds ( 2.1.9 ) se cumple para todo par x, x' E IR'^, entonces tiAT = T 2 AT = t AT c.s. y 
en consecuencia, en el intervalo [0, T] los procesos X^ y X^ salen al mismo tiempo r de D y son 
iguales hasta ese momento. 

Demostracion. Parat G [0,T] se tiene 




ctAr 


ftAT 


XL = 


rtAr 


"tAr 


Como 


(6‘(s, A'‘) - b\s, A'*)) ds + / (b^.% .Xl) - b^s, XD) ds 

Jo 

ptAr 

+ 1 (a'{s,Xl)-^HAXl))dW,+ (X-(s,.Xl)-a^{s,Xl))dW, 

Jo Jo 

L{s, X]^) — b‘^{s, Xj^)) ds = 0, y por el teorema 


1.55 


ctAr 


{a\s, xl) - a^{s, X,^)) ds = 0 


resulta que 

Xl, 


ctAr 


ctAr 


tAr 


XLr = 


.Xl) - IA{.% .Xl)) ds + / .xl) - Aj)) dW. 


Tomando valor esperado, usando la desigualdad (a + 6)^ < 2(|ap + |6p) y la desigualdad de Holder 
obtenemos 

E{\XL - A'LP) 


< 2E 


dtAr 


L Jo 


(b^(s,.Xl)-b^(s,.Xl))ds 


+ 2E 


ftAr 


L Jo 


(ff^(s,Xl)-a^(s,.Xl))dW. 


dtAr 


< 2tE 


L{s,Xl)-b\s,Xl)\'^ds + 2E 


{a\s,Xl) - a\s,Xl))l),^,){s)dWs 
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Gracias a la condicion de crecimiento lineal en D y al lema |2.2[ podemos aplicar Isometrfa de ltd a 
las integrales estocasticas y obtener 


Bd-YL - A'Ld) 

rtAr j>t 

<2tE \b^{s,Xl)-b^{s,X^)\^ds + 2E / \\a\s,Xl)-a^{s,X^,)\\%o,r){s)ds 
Jo Jo 

< 2Al(l -+T)e[‘ \Xl - Af dl|„,,,(s) ds = 2KUi + T) [‘E[\Xl - Af dl|„,,,(s)] ds 
Jo Jo 

= 2A'J(l + r)/ E(\Xi^,-Xl,\'‘)ds, (6|0,T] 


y por el lema de Gronwall se sigue que = 0, para todo t G [0, T], lo que impliea 

= X^^^) =1, Vt e [0,T], y puesto que X^ y tienen trayeetorias eontinuas c.s., se 


tiene que 

P(A,‘„ = A?„, V( € [0,T|) = 1. 


Supongamos ahora que ( |2.1.9[ ) se eumple para todo par x, x' 
anterior se repite para la diferencia Xj\^^ — obteniendo 


G 1R“. En este caso el razonamiento 


P(A,G, = Xl^, V( 6 |0,T]) = 1. 


Esto quiere decir que en en el intervalo [0, T] los dos proeesos eoineiden hasta que X^ sale de D, 
luego Ti A T < r2 A T, y por simetria en el razonamiento r2 A T < ri A T. □ 


Corolario 2.4 (Unieidad en trayeetoria). Sean by a que satisfacen la condicion de Lipschitz local. 
Entonces se eumple la unieidad en trayeetoria para la EDE (|2.i.i|). 


Demostracidn. Sean X^, X^ dos solueiones y sea 

Tn := mf{t > 0 : |X^^| > n o \X‘f \ > n}, n > 1. 

Entonees por el teorema anterior se tiene P Vt G [0, T]) = 1, y por lo tanto para 

t G [0,T], 


P{Xl ^ X^) < P(r„ < t) < Pf sup |X]| > n) + Pf sup [X^] > n) 

A 0<s<T J A 0<s<T ' 

= pf max IX^I > n) + pf max IX^I > n) > 0 

V 0<s<T J V 0<s<r / n-s-oo 


puesto que X\ X^ tiene trayeetorias eontinuas e.s. En eonseeueneia X^ es una version de X^, y de 
nuevo por eontinuidad son indistinguibles. □ 






Teorema 2.5 (Existeneia). Sean b : [0, oo) x IR'* —)■ IR*^, a : [0, oo) x IR' 
medibles que satisfacen la condicion de Lipschitz local ( 2.7. (5| ) y la condicion de crecimiento lineal 
(|2.i.7|). Entonces existe una solucidn (fuerte) de la EDE {2.LI). 
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Demostracion. Paso 1. Primero supongamos que £'(|^p) < +oo y que los coeficientes satisfacen 
la condicion de Lipschitz global ( |2.1.5| ) : 

Para cada T > 0 denotemos con A^f,(lR‘^) el espacio vectorial de los procesos {Xt)o<t<T prog, 
medibles y con valores en IR'^ tales que 




( 2 . 1 . 10 ) 


y definamos la aplicacion : A^r(lR‘^) —)■ A^y(lR'^) que a cada X G A^f.(lR'^) le asigna el 
proceso 

^T{X)t-.= i+ ! b{s,X,)ds+ j a{s,X,)dWs, te[0,T]. (2.1.11) 

Jo Jo 

Veamos que esta aplicacion posee un punto fijo en A^y(lR'^). Dados X, X' G Xlf.(lR'^), usando la 
desigualdad de Holder y la Isometrfa de Ito se obtiene 


E{\^T{X)t-^T{X%\^) 


< 2E 


I Jo 

rt 


{bis,X,)-b{s,X'^))ds 


+ 2E 


L ^0 


{ais,X,)-ais,X'^))dWs 


<2tE \b{s,X,)-b{s,X'X ds + 2E ||ct(s,X,)- cT(s,X')||"ds 


< 2X^(1 + T)E \Xs- x;|^ ds, t G [0, T] 


y debido a que e dt = ^ (l — e \ para todo A > 0, se tiene que 


e[ e-^*|<l>r(X)t-$T(X')i|"dt= [ e-^^E{\^T{X)t - ^T{X')t\^) dt 
Jo Jo 

< 2X^(1+ T) [ e-^^E [ \Xs-X'fdsdt 

Jo Jo 

= 2K^{1 + T)e[ [ e-^^\X,-X'fdsdt 

Jo Jo 

= 2K^{1 + T)e[ [ e-^^\X,-X'fdtds 

Jo Js 

= 2X1(1+ T)XJ^ e-^^e^^d?je-^^\X,-X'fds 
1 

<-2X|(l + T)X/ e-^'^lX,-X'l^ds 

Jo 


Si A > 2X|.(1 + T), la aplicacion <I>t resulta ser una contraccion estricta de X1^(1R“) en sf mismo 
con la norma 


||X||^=E/ e-"lX,pd. 
Jo 


( 2 . 1 . 12 ) 
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Esta norma satisface 


< II^IIa < ll^ll^. (K^) 


y dado que es es un espacio de Banach con la norma usual (2.1.10), tambien lo es con la 

norma ( 2.1.12 ), y por lo tanto <1)^ posee un unico punto fijo, que notaremos por X'^, y es solueion 
de la EDE (2.1.1) en el intervalo [0, T]. 

SIT < T' el proeeso restringido a [0,T], es deeir una version de X^, pues 

tambien perteneee a y es punto fijo de <l>r- Podemos entonees definir el proeeso eontinuo 

y prog, medible (Xt)t>o por 

Xt := Xj si t e [0, T] 

y que elaramente es solueion de ( |2.1.1[ ). 

Paso 2. Sea ahora ^ no neeesariamente euadrado integrable. Para eada n > 1 defina := 
Debido a que < n, se tiene por el paso 1 la existeneia de un proeeso eontinuo y 
adaptado (X”)f>o tal que 


xn = ds + / a(s, X^) dWs, t > 0, n>l 


(2.1.13) 


y por el lema|2.2| 


sup lx, 
Lt6[o,r] 


n\2 


< +CX), VT > 0, Vn > 1 


Sean A„ = l{| 5 |<n} y T > 0. Dado que = 0 y es Xq— medible, por el lema 1.53 

tiene que para t G [0, T] 


se 


(Xr+'-Xr)A„= / [b{s,x:^^)-b{s,x:)]\r.ds+ / [a{s,X:^^)-a{s,X:)]Xr,dWs 

Jo Jo 

de donde resulta 

|xn+i _ < 2t f \b{s, x;+i) - b{s, x:)\^x^ ds + 2 f [a(s, X;+i) - a(s, X;)] A„ dW, 

Jo Jo 

tomando valor esperado obtenemos 

X(|Xf+i - Xf pA^) < 2X2(1 + T) f x(|x;+^ - X;|2A„) ds 

Jo 

y por el lema de Gronwall X(|Xf’''^ — XfpA^) = 0, Vt e [0, T]. Por lo tanto, para todo t G [0, T] 
se tiene X^~^^Xn = X"A„ e.s. lo que impliea por eontinuidad de las trayeetorias que P(Xf’''^An = 
XfAn, Vt G [0,T])= 1, Vn > 1. Enpartieular 

^ 0 . 


p sup |xr+i-xr| 2 >o <p(iei<n)- 

^ 4e[o,T] ' 

Sea {nfc}fc>i una sueesion tal que P(|^| < rik) < Vfc > 1. Puesto que 


P( sup |Xr"^-Xr|2>o) <_, 


te[o,T] 


2k' 
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se obtiene por el lema de Borel-Cantelli que 


o en forma equivalente 



0 


1 


Es decir que para easi todo a; G existe un /co(i^) > 1 sufieientemente grande tal que (cu) = 
X”''(a;), \/k > ko, para todo t G [0,T]. Como T > 0 es arbitrario, podemos definir el proeeso 
eontinuo y prog, medible {Xt)t>Q por 

Xt{uj) := lim = X”'=o(a;), t > 0 

k^oo 


luego Xt = e.s. para todo t > 0. Si asumimos ademas que fco(^) ^ l'C(‘^)l entonees 


Tomando n = nfc„ en (2.1.13) obtenemos 


Xt = ^ + f b{s,Xs) ds + [ a{s,Xs) dWs, t > 0. 

Jo Jo 


Paso 3. Supongamos ahora que by a satisfaeen la eondieion de Lipschitz loeal ( |2.1.6| ). Para n > 1 
definimos Wn{t,x) := 6(t, n„(a:)) y an{t,x) := (T(t,n„(x)), donde n„ : IR'^ —)■ B[0,n] esta dada 
por 

X si Ixl < n 


: = 


n A 

X 


X 



X = 


iXx SI X > n 
Pi 


Dado que |n„(x) — n„(x')| < |x — x'|, Wn y cr„ satisfaeen la eondieion de Lipschitz global (2.1.51 
eon eonstante de Lipschitz Kx^n- Por lo tanto, por el paso anterior, para eada n > 1 existe un proeeso 
eontinuo y prog, medible (Xp)t>o tal que 


xr = e+ / Wn(s,x:)ds+ / an(s,X:)dWs, t>0 


(2.1.14) 


Sea Tn := mf{f > 0 : \X^\ > n}, n > 1. Por el teorema [23] resulta que e.s. 


Tn < mf{f > 0 : \X^ I > n} < Tn+l, X^ = X^ si 0 < f < Tn. 

Probaremos que Tn Z' oc e.s., lo eual permite definir el proeeso eontinuo y prog, medible {Xt)t>o 
por 

Xt := X^ si 0 < f < r„, 


y que es solueion de (2.1.1). Definamos := e C •= c 

y) ■= <(f, y) := 
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Dado que e 1^1 es -Fq— medible, por el lema 1.53 


tenemos 


es deeir 


= e-l«le+ / e-l«liy„(s,X;)ds+ / X^) dWs 

Jo Jo 

= e-l«le+ f e-l«llX„(s,el«lr")ds+ [ e-l^lcT„(s, dlV, 

io io 

y,” = «'+/' i;(». n”) * + f <(». n") «y.. * > o 

Jo Jo 


Como h'^ y a'^ satisfaeen la eondieion de ereeimiento (2.1.7) eon la misma eonstante Kt y < I 5 
por el lema | 2 . 2 | 

E sup \YJ'\^ < Ct < 00 , \/n>l 
.t&[0,T] 

{Ct no depende de n). Usando la desigualdad de Markov, para todo T > 0 se tiene 

P{rn <T) = P( sup |X"| > n) = P( sup |F”| > 

te[o,T] ^ ^ te[o,r] ^ 

Ct 


te[o,r] 


< P 


( sup \Y,^\ > + P(e-I«l < S) < + Pfe-'^' < S) 

^ t&[o,T] ^ 


luego lfmsup„_).oo P(e < 5) \ 0 euando 5 \ 0. En conseeueneia P(rn < T) —)■ 0 cuando 
n —)■ 00 para todo T > 0 y puesto que 0 < ri < r2 < ■ ■ ■ < < ■ ■ ■ , resulta que Tn 00 e.s. □ 

Observacion 2.6. Los resultados anteriores se extienden de manera obvia a EDEs de la forma 

/ S ns 

h{r,Xr)dr + j a{r,Xr)dWr, s>t (2.1.15) 

eon t > 0 fijo y ^ una variable aleatori a independiente del M.B. (Wg — Wt)s>t (ver proposieion 
1.56). Notaremos la solucion de (2.1.15) por {Xl’^)s>t. 


2.1.2. Propiedad de Markov de las soluciones 


De aquf en adelante asumiremos que los eoefieientes son globalmente Lipschitz y satisfaeen la 
eondieion de ereeimiento lineal. Para eada (f, x) G [0, +cxd) x IR'^ notaremos {Xl'^)s>t la solueion 
de la EDE ^ 

6(r, X^'") dr + ^ a(r,X;’")dlE„ s>t (2.1.16) 

La siguiente proposieion estableee dependeneia eontinua de X^’^ eon respeeto at y x y sera fun¬ 
damental para demostrar la propiedad de Markov de soluciones de EDEs. 

Proposieion 2.7. Sean 0<t'<t<Typ>l. Para todo par x, x' E IR'^ existe una eonstante C 
que depende de T y de Kt tal que 



E 


sup |Xf’^' 

t<s<T 


12 p 

-/v „ 


<C{\x — x\^^ \t' 


t\Pil + \x'\fP} 
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Demostracidn. Dado que 


Xf =x'+ b{r, dr+ a{r, dWr 

Jt’ Jt' 

para todo t<u<s<Tse tiene que 

^ _ ^) + / X*'’"') - 6(r, x^’")] dr+ [ [a{r, X^'-"') - a(r, X^'")] dW^. 

Jt Jt 

Por el lema |2.2| se tiene que 

E(|xf’^' - xpP) < 2'^P-^E{\Xl'’^' - + |x' - x\^P) 

< - t'Y{l + \x'\^^) + \x' - x\^^], 


y por la desigualdad de Holder se tiene que 

[6(r, X*'’"') - 6(r, X^’")] dr + ^ [cr(r, X^'’^') - cr(r, X*’")] dlX, 
< 2^P-\s-tfP-^ r \b{r,Xi’^') -h{r,Xl:Y?P dr 


sup 

t<u<s 


2p 


+ 2‘^P 


-1 


sup 

t<u<s Jt 


[a{r,xY"')-a{r,Xl'Y] dWr 


2p 


Usando la desigualdad (1.2.29), la condicion de Lipschitz y el teorema de Fubini obtenemos 


sup \Xi'-' - Xlt’ f 

t<u<s 


< Yp-^{c'{t - t'y{i + |xfp) + \x' - xpp} 

+ 42 p- 1 (t 2 p-i + CpTP-yK^P f E(|x‘'’*' - X^’^pP) dr 


y dadoquei?[|X‘'’^'—< i?[supj<„<^ |X*'’^'—, podemos aplicarlemade Gronwall 
y obtener 


sup \x‘j-' - 

t<u<s 


< - t'y{l + \x'\^P) + \x' - xpp}, 


con Co = A^p-yr^p-^ + CpTp-yx^p. 


□ 


Lema 2.8. Sea ip : IR*^ x fl —IR unafuncion medible y acotada tal que ip{x,-) es independiente 
de Tt para cada x G IR'^. Sea 9 una variable aleatoria con valores en IR'^ y Xt—medible. Entonces 

E[Y{e{-),-)\Xt]=g{e), 

donde g{x) = Epipl^x, ■)]. 
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Demostracion. Por el teorema de las clases monotonas (ver HTUDOR 9711 1 es suficiente tomar xjj de 
la forma il){x,u:) = donde a : IR^ —)■ IR, /? : —)■ IR son medibles, acotadas y /3 es 

independiente de Ff Para Q! E Tt se tiene que 


^lJ{9{■),■)dP = / a{9)(3dP = E[I3] / a{9) dP 


'n' 


'n' 


= / a{9)E[f3]dP= / 9(9) dP, 


donde g{x) = a{x)E[l3]. 


□ 


Proposicion 2.9. Sea ^ una variable aleatoria independiente de {Wt)t>Q y sea (Xs)s>o la solucidn 
de la EDE 

ns ns 

Xs = ^ + / 6(r, Xr) dr + cr(r, Xr) dWr, s > 0. 

Jo Jo 

Entonces elproceso (X 5 ) 5 >o es un Et—proceso de Markov con funcion de transicion de probabili- 
dad 

pit, X, s, A) := PiXl'^ eA), s>t, X eIR'^, a e i3(lR'^) 
donde {Xl'^)s>t es la solucidn de la EDE {2.L16) con condicidn inicial Xl’^ = x. 


Demostracion. La aplieaeion A i->- P(X*’^ E A) es la medida transportada por X^’^, luego es 
elaramente una medida de probabilidad sobre IR*^. 

Veamos que para s >ty A E i3(lR'^), P(Xs E A\Et) = pit, Xt, s. A) : 


se tiene que X^ es medible eon respeeto a la a—algebra 


Sea 'ipix, oj) := lAiXl'^ioj)). Por la eonstrueeion de iXl'^)s>t en la demostraeion del teorema 2.5 


a[{Wr -Wt:s<r< t]uM). 


En eonseeueneia, por definieion del M.B., ■) es independiente de Et, y dado que los proeesos 

satisfaeen la misma EDE 


6(r, Xy.) dr + o'(r, X^.) dWr, s >t 

resulta por unieidad que Xg = Xj’^* e.s. para s >t, luego 

^l^iX^iu),UJ) = = l^(X,(a;)). 

Aplieando el lema |2.8| eon 9 = Xt obtenemos 

PiXg E A\Et) = E[lAiXg)\Et] =E[i:iXti-),-)\Et] = giXt) 
donde gix) = •)] = = P(X^’^ e A). 

Por ultimo veamos que p satisfaee la ecuacidn de Chapman-Kolmogorov: dado que pit, x, s, ■) es 
una medida de probabilidad, para todo A E i3(lR'^) se eumple 




lAiy)pit,x,s,dy) 


pit, X, s, dy) = pit, X, s,A) = E 
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y aproximando por funciones simples, para toda funcion / : IR”^ —)■ IR acotada se cumple 

E[f{Xln]= [ f{y)p{t,x,s,dy). 


'IR" 


Si 0 < t < M < s, tomando f{y) = p{u, y, s, A) y usando p{u, s, A) = P(X*’* G A\Xu) se 

obtiene 


ITR' 


p{u, y, s, A)p{t, X, u, dy) = E [p{u, s, A)] = E e A\Eu)\ 

= P(Xf eA)=p(t,x,s,A). 


□ 


Se puede probar, usando el eoneepto de unicidad en distribucion (ver e.g. HTUDQRWl l. que si los 
coeficientes 6 y a no dependen de t, el proceso (Xs)s>o solueion de la EDE (2.1.1) es un proceso 
de Markov homogeneo eon probabilidad de transicion p{t, x, A) = P(Xf G A), donde (Xf )t>o es 
la solueion de la EDE 


Xf = x+ / b{Xs)ds+ / a{Xs)dWs, t>0 


con condicion inicial Xg = x. 

Definicion 2.10. Un proceso de Markov d—dimensional con funcion de transicion de probabilidad 
pit, X, s, A) es llamado un proceso de difusion si 

(i) para todo £ > 0, f > 0, x G IR^, 


lim — / pit,x,t + h,dy) = 0 (2.1.17) 


(ii) existen un vector d—dimensional 6(f, x) y una matriz a(t, x) de tamano d x d tales que para 
todo e > 0, t > 0, X G IR'^, 

lim — [ ipi — Xi) pit,x,t + h,dy) = Wiit,x), l<i<d (2.1.18) 

^ J\y—x\<e 

lim ^ / {yi-Xi){yj-Xj)p{t,x,t + h,dy) = aij{t,x), l<i,j<d (2.1.19) 

h^0+ tl J\y-x\<e 

A1 vector 6(t, x) lo llamamos coeficiente de drift y a la matriz af, x) la llamamos matriz de difusion. 
Lema 2.11. Las siguientes condiciones implican la condiciones (i) y (ii): 

(i’) para algun d > 0, t > 0, x G IR®*, 

lim Y I \x — y\'^~^^pit,x,t + h,dy) = 0 (2.1.20) 

/i—>-0"^ h J 

(ii’) para cualquier t > 0, x G IR'^, 

lim \ I iyi - Xi)pit,x,t + h,dy) = Wiit,x), l<i<d (2.1.21) 

h-s>0+ h J-^d 

lim ^ / iyi-Xi)iyj-Xj)pit,x,t + h,dy) = aijit,x), l<i,j<d (2.1.22) 

h—^0+ tl J-^n 
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Demostracidn. Usando (2.1.20) tenemos 


1 

h 


'\y-x\>e 


pit, x,t + h, dy) < 


/ \y- x,t + h, dy) -^ 0 

iiRrf ^^0+ 


que es (2.1.171. Por (2.1.20) tambien tenemos, para fc = 1, 2, 

1 


-i 

^ J\y—x\>£ 

y dado que 


\y — xf p(t, x,t -\r h, dy) < 


2+5 k / \y - + - ^0 

^A+O-K h-S>0+ 


/ {yi-Xi)p{t,x,t + h,dy)- (yi - Xi) p{t,x,t + h,dy) 

'\y-x\<£ JjR^^ 

= {yt - Xi)p{t,x,t + h,dy) < / \y - x\p{t,x,t + h,dy) 

j\y-x\>£ d\y-x\>£ 


/ {yi-Xi)iyj-Xj)p{t,x,t + h,dy)- [yi - Xi){yj - Xj) p{t,x,t + h,dy) 

\y—x\<£ 7]R‘* 


iyi-Xi)iyj - Xj)pit,x,t + h,dy) 


J\y-x\>e 

< / \y-x\'^pit,x,t + h,dy) 
J\y-x\>£ 


se tiene que ( |2.1.21| ) y ( |2.1.22| ) impliean ( |2.1.18| ) y ( |2.1.19| ). 


□ 


Teorema 2.12. Suponga que b, a son continuas en (t, x) G [0, oo) x IR'^ y satisfacen la condiciones 
de Lipschitz global y crecimiento lineal. Entonces la solucion de la EDE ( |2.i.i ) es un proceso de 
difusion con drift bit, x) y matriz de difusion ait, x) = ait, x)ait, x)*. 


Demostracidn. Como vimos en la demostraeion de la proposieion 2.9 


-x)] = / fiy-x)pit,x,t + h,dy), Wh > 0, 




para toda funeion /(x) eontinua eon |/(x)| < 7^(1 + \z\°‘) para algun 7^, a > 0. En vista del lema 
anterior es sufieente probar 


-E{\Xl-,-xn^0 


h 


1 

h 


fe—>0+ 




/x—>-0+ 


> 0 

(2.1.23) 

■» bit, x) 

(2.1.24) 

y aijit,x) 

(2.1.25) 
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donde XI, es la i—esima componente de Xl’X 1 <i < d. Del lema 2.2 se tiene que 


- x;-r) < Ie(\x;-‘ 


t-\-h 


X 


') <Ch\l + \x\^) 


lo cual da (2.1.231. De la condieion de erecimiento lineal de a y el lema|2.2|se tiene que 


f*t+h 


E 


a{s, Xl’^)\f ds < +00 


a{t,Xl'^)dW, = 0 y 




-E [A','' Hs, Xrt ds^ j^E [*(* + hr, .Y,‘-J] dr. 

Para eada /i>0y0<s<lse define la variable aleatoria eon valores en IR'^ 

Y,{r):=b{t + hr,Xl^:,^). 

Del lema |2.2| se sigue que 


^t+hr 


» Xl’^ = X, 0 < r < 1 


h-s>0+ 


luego por eontinuidad de b{t, x) se tiene 


^hir) ^ b{t,x). 

h—>0 


Por la desigualdad de Jensen se tiene en particular que 


E\Yh{r)] -^ b{r,x), Vr G [0,1]. 

h^O 


Usando de nuevo desigualdad de Jensen, el lema 2.2 y la condieion de erecimiento lineal sobre 
6(r, x), y tomando 0 < h < 1 se obtiene 


E[b(t + hr,X,%,.)] 


< E 


|6(i + hr, A,*'J I] < Kt{1 + £(|A“ J) } 

< Kt{1 + + |i|)} 


con T = t+1, luego podemos aplicar convergencia dominada a la familia de funciones E\Yh (s)], 0 < 
h <l,y obtener 

[X*;\ -x]= f E [Y^(s)] ds f b{t, x) ds = b{t, x) 


lo cual prueba (2.1.24). Para probar (2.1.25) notaremos X*’* simplemente por X^ y su i—esima 
componente por X*, 1 < i < d. Usando formula de Ito con F(t, z) = ZiZj obtenemos 

-{U(X,V,X/^,) I [XlW,{s,X,)+XiW,{s,X,) + a,,{s,X,)] ds 


h 
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(de nuevo la esperanza de la integral estocastica es cero). Con un razonamiento similar al anterior 
se demuestra 


- XiXj] -)■ XiWj{t, x) + XjWiit, x) + aij(t, x). 

tl h^0+ 

Se sigue entonees que 

- ^ 3 )] 

= XiWjit^ x) + XjWiit, x) + aij{t, x) — Xi lim^ — Xj) — Xj Imi^ E(^Xl_^_f^ — Xj) 

Ojij (t, x) 


donde hemos usado (2.1.24) en la ultima igualdad. 


□ 


Observacion 2.13. Reerproeamente, se puede ver que si el coefieiente de drift y la matriz de difusion 
de un proeeso de difusion {Xt)te[o^T] satisfaeen eiertas eondieiones (entre otras, que a{t,x) sea 
definida positiva), entonees existe un M.B. d—dimensional (Wt)t>o y una matriz a{t, x) de tamano 
d X m tal que a = aa* y X es solucion de la EDE 




e+ / b{s,Xs)ds+ / a{s,Xs)dWs 


te[o,T]. 


Para una demostraeion de dieho resultado ver HGESK 721 . 


Cuando los eoefieientes b y a dependen de t, el proeeso de Markov solueion de la EDE (|2.1.1|) 
no es necesariamente homogeneo. Sin embargo, por la proposicion 1.84 del eaprtulo anterior el 
proeeso (s, X 5 )s>o con espaeio de estados [0, 00 ) x IR'^ es un proeeso de Markov homogeneo eon 
probabilidad de transieion 

q{s, {t,x),D X C) = p{t,x,t + 5,(7) ■ Init + s) 
y semigrupo {Ts)s>o dado por 

{Tsf){t,x)= [ f{t +s,y)p{t,x,t +s,dy) = E[f{t +s,Xl:^^)], s > 0. 


Si / : IR'^ —)■ IR no depende de t, eon ayuda del teorema 2.12 se puede ealeular de manera explreita 
el generador infinitesimal 


(71/) (t, x) 


Ifm 

/x—>-0+ 


{Thf){t,x) - f{x) 
h 


t > 0. 


En efeeto, dado que (T^/) (t, x) = f{y) p{t, x,t + h, dy), 


{Af) {t, x) 


Ifm — 

h^0+ h 



[f{y) - fi^)] pit, x,t + h, dy), 


(2.1.26) 
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y si / es acotada y 2-veces diferenciable en x, por la formula de Taylor se tiene 


fiy) - fix) = Y^ivi - + L (^) + oi\y - x\^). 


2=1 


i,j=^ 


dxidxj 


Sustituyendo esto en la integral (2.1.26) para \y — x\ < e, tomando el Hmite euando J, 0 y usando 
( |2.1.17 )-( |2.1.19[ ) se obtiene 

1 ^ d‘^ f ^ Q f 


*J=1 


i=i 


En la siguiente proposicion generalizamos la anterior expresion para el easo en que / depende de t 
y satisfaee eiertas eondieiones de ereeimiento eon respeeto a sus derivadas: 

Notacion. Si / : [0, oo) x IR*^ —)■ IR es diferenciable, para las derivadas de orden mayor usaremos 
la notacion 


D:f = 


dHf 


■ ■ ■ dx'^‘^ 

donde a = (oi,..., a^), a* = 0,1,2,... y |a| = ai + ■ ■ ■ + a^. 

Proposicion 2.14. Sea A el generador infinitesimal del semigrupo iTs)s>o y sea f G C^’^([0, oo) x 
IR'^) tal que 

|E)"/(f,x)| < C[l + |x|^), 0 < |a| < 2 
^(f,x) <C(l + |x|^), 

para algunas constantes (7 > 0, /? > 1. Entonces f G D{A) y 

{Af)it,x) = ^(tA) + {Ltf)itA), 

donde Lt es el operador diferencial parcial de segundo orden 

1 ^ f ^ df 

{Ltf)it,x) = ^Y ^ 


*j=i 


2=1 


Demostracion. Aplicando formula de Ito al proceso con la funcion /, integrando entre t 

y t + hy teniendo encuenta = x obtenemos 

fit + h, .yjj) - fit, x) = j ffs + (s, X‘/) ds + f iVJ ■ a) (s, X‘/) dW. 


donde Vxf = " t §f)- De las eondieiones de ereeimiento de Vxf y o', y del lema 

tiene que 


2.2 


se 






\{Vxf ■(T){s,Xf^)\\'ds <C' E / (1 +|Xf |^+i)ds <+00 


64 

















con C = 2l^~^^Kt+hC\/~d, luego el valor esperado de la integral estoeastiea es eero y 

(f,+L.f){s,X‘f)ds 


(2.1.27) 


usando en la ultima igualdad el teorema de Fubini y el eambio de variable s = t + hr. Para > 0 y 
0 < r < 1, definimos 

Ki(r) := (f + L,+k./)(i + 

Por el lema l2.2l 

^ = X, 0 < r < 1 


^t+hr 


y por la eontinuidad de a{t,x), b{t,x), 


h-s>0+ 

^ a"/ V ^ 

dxi ’ dxidxj ^ dt 


Yhir) —^ ^{t,x) + Ltf{t,x). 

Oi 

y usando la desigualdad de Jensen se obtiene en partieular 

df 

E[Yh{r)] -^ x) + Ltf{t, x), Vr e [0,1]. 

h^O'^ Ot 


De las eondieiones de ereeimiento sobre a{s, x), 6(s, x), y 

d r\0 p d 


^ y se deduee la estimaeion 

OXi OXiOXj 


\LJ{s,x)\ 


i,j=^ 


^ ^ (s,x) + ^ |iyi(s,x)| ■ ^is,x) 


dxidxj 


2 = 1 


1 


< -(fK^mC{l + |x|)^(l + \xf) + CKT\/~d{l + |x|)(l + |x|^) 

< (f‘K‘^mC{l + |x|)^(l + \x\Y + 2CKT\fd{l + |x|)(l + |x|)^ 

< C{md^K^ + 2KTVd){l + \x\f+^ 


(2.1.28) 


< 2f^+^C{m(fKl + 2KTVd){l + \xf+^) 

para un T > 0 sufieientemente grande, luego 

E[(L,+*./)(( + Ar,.Y,‘;\J] < C,{l + B(|.Y,‘;^J'’+")} < Ci(2+ Vr 6 |0,1| 

donde Ci = 2^~^^C{md?K‘^ + 2KT\/~d). Usando la eondieion de ereeimiento sobre se obtiene 
una aeotaeion similar para (t + /ir, ]. Podemos entonees apliear eonvergeneia dominada 

y usar (2.1.27) para obtener 

(Af)Xx) = ^^^^ E[S{,t + h,XltA-f(t,-x) 


= lim 

/i^0+ 


E\Yh{r)]dr = j [|f(t,x) + LJ(2,x)] ds 


df. 


= + Ltf{t,x) 


□ 
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2.2. Diferenciabilidad con respecto a las condiciones iniciales y la ecuacion 
de Kolmogorov con condicion final 

Sea {Wt)t>o un movimiento Browniano m—dimensional definido sobre un espacio de probabilidad 
(f2, T, P), y sea {J^t}t>o la filtracion natural generada por {Wt)t>o y aumentada con los conjuntos 
P—nulos de fl, es decir 

= (^[{Ws : 0 < s < U A/"), t > 0 

donde J\f = {E C : 3G G E, G ^ E y P(G) = 0}. La siguiente es una extension del teorema 
Ode existencia de soluciones de EDEs al caso en el que los coeficientes son aleatorios 

Teorema 2.15. Sea {(pt)t>o un proceso estocdstico Et—prog. medible con valores en IR'^ y sean 

b : [0, +oo) X IR”^ X ^ IR^ a: [0, +oo) x IR'^ x ^ IR'^^™ 

funciones medibles tales que para cada {t,x) G [0,cxd) x IR*^, las variables aleatorias b{t,x, ■) y 
a(t, X, •) son Et—medibles. 

Supongamos que existe una constante K > 0 tal que para todo t > 0, x, x' G IR'^ y u se tiene 


|6(t, X, u) — b(t, x', u) I + \\cr(t, X, u) — a(t, x', a;) || < K\x — x'\ 

\b{t,x,u)\ + \\a{t,x,u)\\ < K[1 + \x\) ^ ^ 

y que el proceso p satisface sup E{^\pt\‘^') < +oo, para todo T > 0. 

te[o,T] 

Entonces existe un proceso (Xt)t>o Ef—adaptado y medible solucion de la EDE con coeficientes 
aleatorios ^ ^ 

Xt = pt+ I b{s,Xs) ds + I a{s,Xs) dWs, t>0 c.s. (2.2.2) 

Jo Jo 

el cual satisface sup <+oo, para todo T > 0. 

te[o,T] 

Si X y X' son soluciones de ( |2.2.2 ) entonces X es version de X'. Si p es continuo entonces el 
proceso X es continuo y si X y X' son soluciones de ( 2.2.2 ) resulta que X y X' son indistinguibles. 

Si ademds p es continuo y satisface E [sup^g[o,r] < + 00 , entonces 


sup \Xt\ 

.ie[o,T] 


< + 00 . 


Demostracion. Primero veamos que si X es solucion de (2.2.2) entonces 


sup < + 00 . 

ie[o,T] 


Sean := {t > 0 : \Xt\ > n}, n > 1. Usando la condicion de crecimiento lineal en (2.2.1), la 
Isometria de Ito y un argumento analogo al del lema|2.2|se obtiene 
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|2 


E{\Xt^rS) <3E{\ipt^^S)+3tE / \b{s,Xs)\‘^ds + 3E \\a{s,Xs)fds 


<3E{\^tArS)+3{t+l)KE / {l+lXsArJ^ds 

Jo 

<3E{\^i^,S)+Q{T + l)KT + Q{T + l)K ! E{\X,^rI)ds, t e [0,T]. 

Jo 

Por el lema de Gronwall existe una constante C que depende de K y deT tal que < 

CB(|v>,Ar.P) para todo t G [0, T], Vn > 1, y por el lema de Fatou 


E{\Xt\^)=E 


hminf \XtAT^ 

n^oo 


< Hminf E[\XtA.rJ‘^) 


- E{\iptATS)'j < cjlimsup E{\iptArS)'j 


< CE 


Hmsup l^ptATn 


= CE{\^t\^), te[o,T]. 


dedonde sup E(^\Xt\‘^'^ < sup C E <+cx), para todo T > 0. 

ie[o,T] te[o,T] 

De manera analoga, si posee trayectorias eontinuas e.s. y E [sup^gjo < +C)0, usando de 

nuevo un razonamiento similar al del lema 12.21 se obtiene 


sup \Xt\ 

L4e[o,T] 


< + 00 . 


La prueba de existencia es exaetamente la misma que en el teorema [23] : para eada T > 0 se define 
la aplieaeion : A^^(1R'^) —A^|.(1R'^) que a eada X G A^|.(1R‘^) le asigna el proeeso 


<^>T{X)t = ipt + [ b{s,X,)ds+ [ a{s,Xs)dWs, t e [0,T]. 


(2.2.3) 


Esta aplieaeion resulta ser una contraccion estricta de en si mismo con la norma 


\\X\i-.= El e-^^\Xs\^ds, \>2K'\l + T) 


(2.2.4) 


que es equival ente a l a norma usual de A^|,(1R'^). Luego A^f.(lR'^) tambien es un espacio de Banach 
con la norma ( 2.2.4), y po r lo tanto posee un unico punto fijo, que notaremos por y es 
solucion de la EDE (2.1.11 en el intervalo [0, T]. 

SiT < T', el proeeso (X^^ )ig[o,T] es una version de X^, pues tambien pertenece a Xf|.(lR'^) y es 
punto fijo de <Ht- Esto permite definir el proeeso continuo y Et— adaptado {Xt)t>o por 


Xt := Xj si t G [0, T] 
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el cual claramente satisface 


Xt = ^pt+ / b{s,Xs)ds+ / a{s,Xs)dWs, 


Si X' es otra solucion de (2.2.2), para cada T > 0 se tiene 


t > 0 c.s. 


E [ \X'fds= [ E{\X'f)ds< [ sup E{\X'^\^)ds = T sup E{\X^\^) <+oo 
Jo Jo Jo te[o,r] te[o,r] 


luego (Xj)tg[o,r] tambien pertenece a A^y(]R'^) y es punto fijo de por lo tanto es una version 
de (Xt)tg[o,T] para todo T > 0. Si es eontinuo, entonees X y X' tienen tambien trayeetorias 
eontinuas y por lo tanto son indistinguibles. □ 


El siguiente resultado muestra la dependeneia eontinua de las soluciones de EDEs eon eoefieientes 
aleatorios eon respecto a las condieiones inieiales y a los eoefieientes 

Teorema 2.16. Sean {(Jk}k>o y {Wk}k>o sucesiones de eoefieientes aleatorios que satisfaeen las 
hipotesis del teorema anterior eon la misma eonstante K y sea {p^}k>o una sueesion de proeesos 
medibles y Et—adaptados. Suponga que 

sup sup E{^\(pJl\^') = Ct < +CXD (2.2.5) 

fc>0 0<s<T 

Ifm sup =0, VT>0 (2.2.6) 

k^oo 0<s<T 

lim p( sup \Wk{t,x) - Wo{t,x) \ + \\ak{t,x)-ao{t,x)\\ > e) = 0 (2.2.7) 

fc-s-oo V / 


para todo t > Oypara todo e,N > 0. Sea (X^)t>o la solueidn de la EDEeon eoefieientes aleatorios 


Xf = ip’l+ / Wk{s,X^)ds+ / ak{s,X^)dWs, t>0. 


( 2 . 2 . 8 ) 


Entonees 


Km sup E(\X’l - =0, VT > 0. 

te[0,T] 


(2.2.9) 


Demostraeidn. Para eada fc G N, sean ak{t) = 

fik{t)= [\ak{s,X°)-ao{s,X^^)]dWs, = [\wk{s, X^) - Wo{s, X^^)] ds 

Jo Jo 

y Vkil) = Oik{t) + fikit) + Por la hipotesis (2.2.6[) tenemos 


lim sup E{\ak{t)\^') = 0, VT > 0 

k^oo ig[o,T] 


( 2 . 2 . 10 ) 


luego para s > 0 y para e,N > 0 se tiene 
P(IK(i>..7)-<^o(i>,A'»)|| >t) 

= P(|k*(ii,A») A»)|| > £, |A»| < Af) +P(||ff,(s, A“) - a„(s,A»)|| > t, |A»| > N) 

< p) sup ||<Tj:(s, l) - U(l(s.UII > p) + P(|A”| > N) 

^ |a:|<7V ^ 
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de donde haciendo fc —)■ oo se obtiene que 

limsupP(||cr,(s,XO) - ao(s,X°)|| > e) < P(|X°| > iV) 


k^oo 

y ahora haciendo X —)■ cx), se sigue 

lmisupP(||crfc(s,X°) - ao(s,X°)|| > e) = 0 

k^oo 

y analogamente para {VI4}fc>o se obtiene 

hmsupP(|iPfc(s,X°) - lPo(s,X°)| >e)=0 

es decir 


k^oo 


afc(s,X,^) ^ ao(s,X,^), lXfc(s,X,^) ^ iXo(s,X°) (2.2.11) 

k^oo k^oo 

para todo s > 0. Usando ( 2.2. 10| ), ( 2.2.1 1| ), las estimaciones 

||a,(s,X°)||<X2(l + |X°|)^ VA;>1 

E f [l + |X°|)^ds < t|i + sup X(|(^°p)| < +00 

Jo '' te[o,T] 1 

isometrfa de ltd y el hecho de que convergencia en probabilidad y dominada implica convergencia 
en obtenemos 

sup E{\Pk{t)\^)<E r\\a,{s,X^)-ao{s,X^)fds ->0, VT > 0. (2.2.12) 

te[o,r] Jo 


Igualmente por (2.2.11) y por un criterio similar (usando desigualdad de Holder en vez de Isometrfa 
de ltd) se sigue 

sup £'(| 7 fc(t)p) = 0-)■ 0 , VT > 0. (2.2.13) 

te[o,T] 


k^oo 


Combinando (2.2.10), (2.2.12) y (2.2.13) se obtiene 


sup T(|? 7 A.(t)p) = 0- )-0, VT > 0, 

te[o,T] 


(2.2.14) 

te[o,T] ' ' 

y dado que 

Xf - X° = 7,(t) + r [Wk{s, X^) - W,{s, XO)] ds + f [ak{s, X^) - a^is, X°)] dWs, 

Jo Jo 

usando la condicidn de Lipschitz, la desigualdad de Holder e isometrfa de ltd se deduce que 

B(|A'f - A,Y) < 3i!(|i,t(«)|") + 3(r + 1)*-'^ [‘ E{\X^ - ds, 

Jo 

y por el lema de Gronwall junto con ( |2.2.14 ) tenemos 

sup T(|X,^ -X°p) < C sup T(|%(f)|2) = 0-^ 0, VT > 0. 

te[o,r] ie[o,r] 


□ 
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Observacion 2.17. Si los procesos son continuos y las condiciones ( 2.2.5 ) y ( 2.2.6 ) se reempla- 
zan por 


sup E 


k>0 [46(0,T] 


sup \p> 


k\2 


lim E 

k^oo Lt6[0>] 


sup \(Pt-(fit 


0|2 


= Ct < +c)o, 
= 0, VT > 0, 


(2.2.15) 

(2.2.16) 


entonces la conclusion sera 


lim E 

Lte[o,T] 


sup |At-.Y," 


= 0, VT > 0. 


(2.2.17) 


La demostracion sehace de manera similar, solo hay que cambiar supjgjg.T] -^(I'P) Por-^fsup^gjo.r] 
P]. Asimismo la hipotesis de eonvergeneia en probabilidad (2.2.71 se puede reforzar por convergen- 
eia puntual 

Wkit^x^u) - >b{t,x,u), akit,x,u) - >■ a{t,x,u) (2.2.18) 

k^oo k^oo 

para todo t > 0, a; G IR'^ y cu G 12, y apliear direetamente eonvergeneia dominada para obtener 


(2.2.12) y (2.2.13) en la demostraeion. 


Ahora usaremos el anterior resultado de dependencia eontinua para obtener la diferenciabilidad 
eon respeeto a a; de la solucion de la EDE 

6(r, X^'^) dr + ^ a{r,Xl’^)dWr, s>t (2.2.19) 



Este ultimo resultado sera pieza clave en la demostraeion de la diferenciabilidad a priori de la solu- 
eion de la eeuaeion de Kolmogorov con condicion final (en ingles, Backward Kolmogorov equation). 


Notacion. Si b : [0, oo) x IR*^ —)■ IR'^ es difereneiable, notaremos por D^b la matriz de tamano 
d X d eon componentes {DJ))ij = y la llamaremos la diferencial de b con respeeto a x (es la 
generalizacion del gradiente al caso en que b es un campo veetorial). Ea i— esima eolumna de DJ) 
la notaremos por 


db 



dxi 



Definicion 2.18. Sea 0 ^ G C IR'^ un conjunto abierto y sean f,g:GxQ,^]R funeiones 
medibles. Diremos que g tiene derivada f en T^(f2) con respeeto a Xi si 


^ [g{x + hci) - g{x)] /(x), Vx G G 

h /i-s-o 


dondecj = i = 1,... ,d. Denotaremos §^Xx) = f{x). De una manera similar se definen 

las derivadas en T^(f2) de orden mayor. 
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Para el siguiente teorema asumiremos m = 1, luego {Wt)t>f) sera un M.B. unidimensional (el easo 
m > 1 se demuestra de manera analoga). 

Teorema 2.19. Sean b, a : [0, cx)) x IR'^ — /undones medibles que satisfacen las condiciones 
de Lipschitz global y de crecimiento lineal. Suponga ademds que las derivadas parciales ^ 
existen, son continuas y acotadas, para 1 < i < d. 

dX^’^ 

Entonces la derivada parcial ^ existe en (El) ^ para todo 1 < i < d,y tiene como version la 

uXi 

solucion Yl de la EDE con coeficientes aleatorios 

PS PS 

r; = ei+ / DXr,Xl’^)Y;dr+ / D,a(r, dlR„ s>t (2.2.20) 

Jt Jt 


donde 


Demostracion. Usando la desigualdad de Cauehy-Sehwarz y el heeho de que las difereneiales DJ) 


y D^a s on ae otadas, se si gue que los eoefieientes aleatorios de ( |2.2.20[ ) satisfaeen las hipotesis del 
teorema 2.15 por lo tanto (2.2.20) posee una solueion {Y^)s>t uniea en trayeetoria. Sean l<J<d 
y /i, A G IR eon 0<A<ly/;,7^0. Por la regia de la eadena se tiene que 

Wj{s, - W^{s, Xl'^) = / —Wj{s, d\ 

Jo dX 

= f ^xWj{s, Xl’^ + A(X*’^+'*"* - X*’^)) ■ - X*’*) d\, 

Jo 


donde = 

Para a se obtiene una relaeidn similar, y que en notaeion matrieial equivalen a 

b{s, Xl’^+^^^) - b{s, Xl’^) = [ D^b{s, X*’* + A(X*’^+^"^ - X,*’^)) ■ (X*’^+'*"> - X*’^) dX, 

Jo 

( 2 . 2 . 21 ) 

a(s, K’"") = [ Dx(t{s, Xl’^ + A(X*’^+'^"^ - X*’^)) ■ (X*’^+'‘"“ - X*’^) dX. 

Jo 

( 2 . 2 . 22 ) 

Definiendo, para h 0 

_^ Ij^t,x+hei ^’*1 

s ^ L J ^ 

6'^(s, z) := [ DXd + A(X*’^+'^"* - X*’^))z dX, 


a 


'is, z) := / D,a{s, X^’" + A(X*’"+'‘"' - X*’"))z dX, 
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y usando (2.2.21) y (2.2.22) vemos que {Zg)s>t satisface 


Z^ = e, + ^j^ [bir, - b{r, X*’")] dr + ^ [a{r, - a{r, X,*’")] dWr 

= ei+ f D,b{r, Xl'^ + - X*’")) ■ - X^-") d\ dr 



t JO 


s /•! 



+ / / D,a(r,X;’" +A(X*’"+^"‘-X^’")) ■-X*’")dAdlX, 

n Jo d 


es decir 


Z^^=ei + j b\r,Z^)dr + {s, Z’j) dWr, s>t. 


Si ademas definimos Z^ := Y^, entonces (2'°)s>t satisface (2.2.23) con 

6°(s, z) ;= DJ){s, X*’^) 2 ;, a°(s, z) := D:^a{s, X]:'")z. 


(2.2.23) 


Por la proposicion 2.7 se tiene que 


lim E 

h^O 


sup -X*’"|2 

t<s<T 


= 0 , 


luego para todo 0 < A < 1 


Xl’^ + A(X*’^+'*"' - X*’^) X*’^ Vs > t 

h^O 

y por continuidad de DJ) 

DJ{s, Xl’^ + A(X*’^+^"^ - X*’^)) D^6(s, X,'’^), Vs > t. 

h^O 

Usando desigualdad de Holder, el teorema de Fubini, el hecho de que DJ) es acotada y convergencia 
dominada se obtiene 


U^6(s, X*’* + A(X*’^+^"^ - X,'’^)) d\ - D^b{s, X*’^) 


= E 


>0 


[U,6(s,Xf+ A(X, 


t,x-\-hei 


-1 


<E / ||U^6(s,X‘’^ +A(X, 

Jo 


t,x-\-hei 

s 


Xf))-U.6(s,Xf)] dA 


Xf))-D.6(s,xr)||^dA 


= / E(||D,6(s,Xf+ A(Xf+'^'^*-Xf))-D,6(s,Xf)||2)dA-^ 0, 


/i-s>0 


y debido a que convergencia en implica convergencia en probabilidad 


D^b{s, X*’^ + A(X*’^+'‘"“ - X*’^)) D^b{s, X*’^) 

/i-s>0 
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luego 


P( sup \b’^{s, z) — b^{s, z)\ > e 

\z\<N 

rl 


= P ( sup 

■ |2|<Af 


D^b{s, Xl’^ + - Xl'^)) zdX- D^b{s, Xl’^) z 


>0 


> e 


P 

P 


D^b{s, Xl’^ + - Xl’^)) dX - D^b{s, X^’^) 


N>e 


D^b{s, Xl’^ + - Xl’^)) dX - D^b{s, X^’^) > e/N^ ^ 0, 


y de forma completamente analoga se deduce 

P ( sup |cr^(s, z) — cr°(s, 2 ;) I > £ ) -)■ 0 


p|<Af 


h-s-0 


para todo s >ty para todo e,N > 0. Aplicando el teorema 2.16 obtenemos 


E 


sup 

t<s<T 


fe-5-0 


> 0 , 


y por lo tanto 


lo cual prueba el teorema. 


t,x+hei 


Xtxl ^ ^0 ^yi tCsCT 

s J s s SI — — 


□ 


Note que las derivadas 


ax, 


t.X 


dxi 


satisfacen la EDE con coeficientes aleatorios que se obtienen de 


(2.2.19) derivando los coeficientes b, a con respecto ax*. De forma similar al anterior teorema se 
demuestra el siguiente resultado 

Teorema 2.20. Sean b, a : [0, cxd) x IR'^ —)■ /undones medibles que satisfacen las condiciones 
de Lipschitz global y de crecimiento lineal. Suponga ademds que las derivadas D^Wi, 1 < 

i < d existen, son continuas y acotadaspara todo 1 < |q!| < 2. 

Entonces para todo 1 < f, j < d, la derivada parcial de segundo orden -—/— existe en E^Xl) y 

OXiOXj 

tiene como version la solucidn de la EDE cuyos coeficientes se obtienen derivando los coeficientes 
de (2.2.19) con respecto a Xty Xj. 

Teorema 2.21. Suponga que se cumplen las hipotesis del teorema 2.20 Sea f : IR'^ —)■ IR tal que 


D"/ existe, es continua y satisface 

\D^f{x)\<C{l + \xf), 0<|a|<2 

para algunas constantes C > 0, /? > 1. Entonces, para cada s >t la aplicacidn 

p{x) := E[f{Xl^^)] (2.2.24) 


estd en (J^(1R‘^) y sus derivadasparciales se obtienen derivando el lado derecho de (2.2.24) bajo el 
valor esperado. 
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Demostracidn. Probaremos que 


di-p 

dxi 


= E 




(2.2.25) 


Sean 1 < z < d fijo y 7 ^ 0. Usando el mismo razonamiento que en el teorema [2.19[ por la regia 
de la cadena se tiene que 

+ fce.) - 'f(x) = - E[f(X‘f)] 

/■I f] 

= E —+ -X*’^))dA 

In dX 


= E - X*’*)) ■ - Xl’^)] dX. 


Usando la misma notacion — X*’®] se obtiene 


(p{x + hci) — (p{x) 
h 


= / E[V./(Xf+ A(X 


t,x+hei 


'0 


xin) ■ zi] d\. 


Por la proposicion 2.7 y por el teorema 2.19 se tiene que 

L2 


X^'" + A(X^ 


t,x-\-hei 

s 


X, 


t,x\ 


-^ X*’", 

h^O ^ ^ h^O dXj ‘ 


y por eontinuidad de V^/ y del produeto interno, tenemos 

Xj(Xl’^ + A(X*’"+'*"» - X*’")) ■ Z^ V,/(X*’") 
Usando la desigualdad de Jensen se obtiene en particular 


ax*’^ 

dxi 


E[Vj{Xl’^ + A(X*’*+'*"' - X*’^)) ■ Z^] E 


(9X*’* 

V f(s X*’^) ^ 


y de nuevo por la proposicion 2.7 y usando la desigualdad ab < a^/2 + b‘^/2, para 0 < |/i| < 1 se 
tiene que 

U[v^/(X*’^ + A(x‘’^+'^"* - x^’*)) ■ Z^] 


(-12 

< —E 
- 2 


(1 + |X^’" + A(Xf- Xf + -EllZ^l^^] 


< C^E[l + |X*’* +A|X*’ 


x-\-hei 


X. 


t,x 12/3 


]+X/2 


<C^ + 2^^-^C^E{\Xl'^\'^^) + a2/322/3-ic'2e(|X*’^+'‘"* - + X/2 

< + 2‘^^-^C^E{\Xl’^\^^) + X^^2^^-^C‘^K + X/2. 

Este ultimo termino no depende de y es claramente integrable entre 0 y 1, luego podemos aplicar 
convergencia dominada y obtener 


E[V,/(.Yf + \(Xl- 


x+hci 


X*’")) ■ z'}] dX -^ / E 




dX, 
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es decir 


+ hCj) - ip{x) ^ ^ 


h^O 


h 


V./(s,Xf) 

dip 


dXl’- 

dxi 


lo cual prueba (2.2.25). Aplicando el mismo razonamiento a 7 -— en vez de p se demuestra 

dXi 


ay 

dxidxj 


= E 




dxi 


dxi 


dxn V dx. 


□ 


Ahora podemos utilizar los resultados anteriores para obtener una demostracion probabilistica de 
la existeneia de solueiones de algunas EDPs parabdlieas que involueran al operador difereneial de 
segundo orden A = -^ + Lt donde 


{Ltu){t,x) = 




X]- — —{t,x) + )> ^Wi{t,x) — {t,x) 

i=l * 


dxidxj 


(2.2.26) 


que eomo ya vimos es el generador infinitesimal de las probabilidades de transieidn del proeeso de 
difusidn eon eoefieiente de drift b{t, x) y matriz de difusion aft, x) = aft, x)aft, x)*. 

Teorema 2.22 (Eeuaeidn de Kolmogorov eon eondieidn final). Suponga que se cumplen las hipote- 

(2.2.27) 


sis del teorema 2.21 Entonces lafuncion 

uft, x) := E [/(Xy)], ft, x) e [0, T] x IR'^ 
pertenece a (7^’^([0, T) x IR'^) y satisface el problema de valor final 

du 

— (f, x) + Ltuft, x) = 0, en [0, T) x IR'^ 
u{T,x) = f{x), X G IR'^ 

Demostracion. Sea g G C^(1R'^) que toma valores en los reales y satisfaee 

\D^g{x)\<Ci{l + \xft^), 0<|a|<2 
para algunas eonstantes Ci,(3i > 0. Para 0</i<fy0<s<l, defina 

\\(s) := - hs.Xtlf ). 


(2.2.28) 


Por el lema l2.2l 


X ' t—h,x 

t-hs ~ I 


h^0+ 


> 0 , 


y por la proposieidn 2.7 


X 


t—h^x 

t 


X 


t,x 12 


h—)- 0 + 


-G 0. 
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TN J I ■\rt — h,X ■\rt,x\‘^ ^ ol ^rt — h.X ■\rt — h,x\‘^ I ol -vrt — h.X ■\rt,x\'^ . 

Dadoque - X^' | - X^ ’ | + 2\X^ - \ , entonces 

Xlzt^ ^ Xl’^ = X, 0<s<l, 


h^O 


dg d^g 

y usando la continuidad de a{t, x), b{t, x), -— y 7 ^—— obtenemos 


dxi dxidxj 


Yhis) Ltg{t,x). 

h^O 


Por la desigualdad de Jensen se tiene en particular que 


E[Yhis)] Ltg{t,x), Vse[0,l]. 

h^O 


A1 igual que en ( |2.1.28| ) en la demostracion de la proposicion |2.14[ usando las condiciones de 

dg y d'^g 

dxi ^ dxidxj 


crecimiento sobre a{s, x), 6 (s, x), ^ y se obtiene la estimacion 


luego 


\Lsg{s,x)\ < 2^^+^Ci{m(fK^ + 2KVd){l + \xf^+^) 


E[Yh{s)] < C 2 {l + E{\Xlz;:ff^+^)] < C2{2 + \xf^+^), Vs e [0,1], 


donde C 2 = 2^^^Ci{mcP‘K‘^ + 2K\/d). Podemos entonces aplicar convergencia dominada a la 
familia de funciones E[Yh{-)~\, 0 < h < t, y obtener 

[ E[Yh{s)]ds - >[ Ltg{t,x)ds = Ltg{t,x) 

Jo Jo 

Haciendo el cambio de variable r = t — hs 


E [F,(s)] ds = I E [{Lt_hsg) {t - hs, X™)] ds =-E j {Ug) (r, X^-^’^) dr. 


' t—h 


Aplicando formula de ltd al proceso (X* con la funcion g e integrando entre t — h y t 

obtenemos 


9(A','-'‘'T - S(i) = / (L,g){s,X‘-''-’)ds+ / V,9(.Y,‘-'-'") ■ ff (s, Ar'‘“') 

J t—h J t—h 

Usando las condiciones de crecimiento sobre Xxg y y el lema|2.2|se puede ver que 


f t—h 


\Xxg{Xl-^'^) ■ a{s,Xl-^^^)f ds < +CX), 

luego el valor esperado de la integral estocastica es cero y 

E[g{Xl-^'^)\ - g{x) = E f (L,^?)(s,X*-"’") ds. 


(2.2.29) 
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entonces 


E[g[X, • )] _g^ ^ I r‘ ^ L,g{t,x), 

h .L_h h^(}+ 


h 


' t—h 


(2.2.30) 


y usando la estimacion para Lsg{s, x) y (2.2.29), se deduce la desigualdad 

rt 

It-h 


\E[g{Xt-^’^)] -g{x)\ < / 02(2 + \x\f^^+^) ds = hC,{2 + \x\^^+^). 


(2.2.31) 


Por el lema 


2.8 


t h i -X"^ h^x 

y la igualdad X!f = X^ ‘ (consecuencia de la unicidad en trayectoria) se 


sigue la relacion 

u{t — h, x) = E [u(t, Xl~^’^^~^ 
Tomando g{x) = u{t, x) en (2.2.30) y ( 2.2.31| ) se obtiene 

J, u(t + Kx) -u(t,x) ^ u(t-h,x) -n(t,x) ^ 

h—^0~ h h—>-0+ h 


y \u{t — h,x) — u{t,x)\ < C^{x)h, donde Cz{x) es una constante que no depende de h, lo que 
significa que para x fijo, u{-,x) es absolutamente continua (ver HASH 72L seccion 2.3) y por lo 
tanto |^(s, x) existe para casi todo s y satisface 


, , , , f^du. , , 

u(t,x) = u{0,x) + / —{s,x)ds 

. n OS 


lo que implica, junto con (2.2.32), que 


u{t,x) = u{0,x) — / Lsu{s,x)ds. 


Como s !->■ Lsu{s, x) es continua, por el teorema fundamental del calculo, ||(t, x) existe en todos 


lados y satisface 


du 

— (t, x) + Ltu{t, x) = 0, V(f, x) G [0, T) X IR”^. 


□ 


2.3. El problema de Cauchy. Representacion de 
Feynman-Kac 

Teorema 2.23 (Kac, Rosenblatt (1951)). Sea T > Ofijo, y sean f : IR*^ —)■ IR, h : [0, T] x IR'^ —)■ 
IRy c : [0, T] x IR'^ —)■ [0, + 00 ) fundones continuas que satisfacen 

(i) \f{x)\ < L{l + \x\‘^^), o (i') |/(a:)|>0, Vx G IR*^ (2.3.1) 

(ii) \h{t,x)\ < L(l + |x|2^), o (ii') \h{t,x)\ > 0, V(f,x) G [0,T] x IR'^ (2.3.2) 
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para algunas constantes L > Q y X > 1. Si v ■. [0, T] x —)■ M continua de clase ([0, T) x 

IR'^), solucion del problema de Cauchy 


dv 

— + LtV = h + cv, en [0, T) x IR'^ 
ot 

v{T,x) = f{x), X G IR'^ 
y satisface la condicion de crecimiento polinomial 

max \v{t,x)\ < M(1 + IxP^), x G IR'^ 

te[o,T] ^ II/’ 


(2.3.3) 


(2.3.4) 


para algun M > 0, // > 1, entonces v admite la representacion estocdstica conocida coma formula 
de Feynman-Kdc 


f{Xf^) exp<^ - / c(r, X*’") dr}- h{s, X*’") exp<^ - / c(r, X^’") dr } ds 


v{t, x) = E 


Demostracion. Para cada (t, x) G [0,T] x IR*^ notemos = e~c{r,xr )dr^ ^ ^ ^ Debido a 
que las trayectorias de {Xl’^)s>t son continuas, las trayectorias de {Zl’^)s>t son diferenciables y 
satisfacen 

dZl’^ = -c{s, X*’^) Zl’^ ds. (2.3.5) 

Aplicando formula de Ito al proceso (X*’*)s >4 con la funcion v 

d[x(s,Xf)] = (| + L,x)(s,Xf)ds + (V,x-a)(s,Xf)dlR„ (2.3.6) 

y usando la regia del producto con ( |2.3.5[ ) y ( |2.3.6| ) obtenemos 

d{v(.%x</)zr} = {-!>(!>,.Yp) . c(s,X‘f)Z<f + (f + L,v)(s,Xp)Zl'-}ds 
+ (X^va)(s,X‘f)Z’fdW,. 

Definimos la sucesion de tiempos de parada := mf{s > t : |X*’^| > n}, n > 1. Integrando la 
anterior expresion entre t y A T 

v{rn A T, - v{t, x) 

/•TnhT rTnAT 

= / (-cx+| + L,x)(s,Xf)Zf (is+ / (V,x-a)(s,Xf)Zf cRR, 

PTnAT rTnAT 

= h{s,Xl’^)Zl’^ds + {V,v-a){s,Xl’^)Zl'^dWs. 

Dado que si t < s < entonces |X*’*| < n, y Zl’^ < 1, por la condicion de crecimiento lineal 
sobre a se tiene 


fT„Ar 


E 


l|(V,x ■ a)(s,Xf )Zf If ds < X|(l + n)\T - t)M^, 
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donde = max{|Va;t’(s,|/)p ■ t < s < T, \y\ < n}. Entonces el valor esperado de la integral 
estoeastiea es eero y 


cTuAT 


v{t,x) = E[v(t„/\T,X‘;^\^)Z‘;^^^] - E h(s,X‘f)Z‘fds 
= + E[f(X‘']Z‘/lf,,>T}] - E 

pues v[T, x!^^) = Dado que 

E[v{T„,X‘C)Z‘’:l^r„^r)] 


fTnAT 




< E 

]v{Tn,XlpZ‘-:ifr„. 

< E 



y por la desigualdad de Markov y el lema |2.2| 

P(r„ < T) < Pf max |X*’^| > n) < -^E 
^ ^ ~ \ t<s<T ' ^ - J - n^p 


max 

t<s<T 


fipCT 

S ^(1 + l-P”) 


donde C = C{m,d, K,T), eligiendo p > y obtenemos 

MCe^^ 


E[v(rn,Xl-:)Z‘;:ifr„<T)] 


< 


n 


2p 


(l + n^'^)(l + -^0. 


Si / satisfaee (i) entonees < L(1 + \X^^\'^>^). Dado que 

^ y E{\x!^r^) < + 00 , 

n—^oo 

por eonvergeneia dominada se sigue 

E[f{X‘/)Z‘T‘‘llr„>Tl] -> E[f{X‘r‘‘)Z‘/]. 


(2.3.7) 


Se obtiene lo mismo si / satisfaee (i’) aplieando eonvergeneia monotona a la sueesion ereeiente 
>T}, n> 1. De manera analoga, si h satisfaee (ii) entonees 

£;[fc(s,xr)Z<'n|„,,„,(s)]| < L{1 + J!(|XI'|“)} < L{1 + Ce=^(l + |i|“)}. 

Por la desigualdad de Holder, se tiene 

E[h(s,x‘f)zr] -i7[/!(s,Xf)Zi-n[„,,„,(s)]|' = |B[fc(i,,2ff )Zfl|,„„,(s)] 

y dado que £[lfc„„)(s)] = S[1 (t,<,|] = P(r„ < s) -> 0, 

B[ft(a,.Y7“)Zfl[„,,,)(s)] -> E[h(a,Xp)Zp], Va € [t,T], 
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y por convergencia dominada 

rT 


E [ft(a, l[o,,,)(s)] ds -> / E [ft(s, *, 


es decir 


"TnAT 


E 


h{s,Xl’^)Zl’^ ds 


E 


ds. 


Obtenemos el mismo resultado si h satisface (ii’) y aplicamos convergencia monotona a la sucesion 
creciente h{s, XI’^)ZI’^1[q^t^){s), n > 1. En cualquier caso, tomando Hmites se tiene 


(f,i) = B[/(A“)Zi:“]-B / h(s,X‘f)Z‘/ds 


lo cual demuestra el teorema. 


□ 


Observacion 2.24. A diferencia de la ecuacion de Kolmogorov, si n o se su pone la existencia a 
priori de una solucion v G C^’^([0, T) x IR^) del problema de Cauchy (2.3.3), la funcion dada por 
la formula de Feynman-Kac no es necesariamente de clase C^’^. 

Aun asr se puede ver que bajo ciertas condiciones el problema de Cauchy posee solucion. Por ejem- 
plo, el siguiente conjunto de hipotesis son suficientes para garantizar la existencia de una solucion 
de (2.3.31 que satisfaga la condicion de crecimiento polinomial ( |2.3.4 ) : 

1. El operador diferencial parcial de segundo orden Lt es uniformemente eh'ptico, es decir, existe 
una constante positiva 5 > 0 tal que 


^ aij{t,x)yiyj > 6\y\^, Wy e IR^, V(t,x) G [0, cx)) x IR*^, 


2. Eas funciones aij{t, x), Wi{t, x) son acotadas y Lipschitz sobre compactos de [0, T] x IR'^. 

3. Eas funciones aij{t, x) y h{t, x) son Holder continuas en x uniformemente con respecto a t 
en [0, T] X IR'^. 

4. Ea funcion c{t,x) es acotada en [0,T] x IR'^ y Holder continua en x uniformemente con 
respecto a t sobre compactos de [0, T] x IR'^. 

5. f y h satisfacen las condiciones de crecimiento polinomial (i) y (ii) respectivamente. 

Ver [|FRIE64 [[FRIe75]| . 


2.4. El problema de Dirichlet 

Sea D un subconjunto abierto de IR"^, y asuma que tanto b como a no dependen de t. En ese caso 
notaremos por {X^)t>o la solucion de la EDE 

b{X^)ds+ [ a{X^)dWs, t>0 (2.4.1) 

Jo 
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con condicion inicial Xq = a:, y su generador infinitesimal sera el operador difereneial 

d rsO d 


{Lu){x) = 7;^ aij{x) ^ [X) 


du 


*j=i 


dxidxj 


+ a; G 


1=1 


(2.4.2) 


para u G C^(IR'^). Diremos que L es ebptico en D si 


aij{x)yiyj >0, Wy eJR‘^\ {0}, Wx G D. 

ij=l 

Sea L ellptieo en un dominio abierto y aeotado D y sean ciD—;-[0,oo), h : D f : dD —)■ 

]R funeiones eontinuas. El problema de Dirichlet eonsiste en eneontrar una funeion u : D JR 
eontinua de elase C^{D) que satisfaga la ecuacion ebptica eon condicion defrontera 


Lu = h + cu, en D 
u{x) = f{x), X G dD. 


(2.4.3) 


Proposicion 2.25. Sea u G C^{D) solucidn del problema de Dirichlet {2.4.3) en un dominio abierto 
y aeotado D. Para cada x E D sea Tx := mf{t > 0 : Xf ^ D}. Si 


E[tx] < + 00 , Vx G D, 

entonces u admite la representacion estocdstica 


(2.4.4) 


u(x) = E 


/(X^Jexp 


c(X)f) dr 


KK) exp 


c(X)f) dr > ds 


Demostracion. Para eada x E D notaremos = e -^o s > 0. Igual que en la demostraeion 

del teorema 2.23 se ve que el proeeso u{X^)Z^, s > 0, satisfaee 

= {-u(A'a . c(X7)Z-i + (Lu)(X7)Z7} d, + (V,« • a)(X-)z:dW.. (2.4,5) 

Sea una sueesion ereeiente de eonjuntos abiertos tales que C D, [Jn=lDn = Dy 

11m Tn = Tx, c.s. donde := Infjl: > 0 : Xf ^ D^}, n> 1. 


Integrando (2.4.51 entre 0 y 1 A r„, 


ctATn 


(•tATn 


-«(!)= / {-cu + Lu)(X7)ds+ / (V^u-a)(X;)Z‘dW. 


dtArn 


'•tATn 


h{X^)Z^ds+ / {VxU-a){X^)Z^dWs, t>0. 


Dado que si 0 < s < entonees |Xf^| G Dn, por la eondieion de ereeimiento lineal sobre a se 
tiene 


rtATn 


|(V^M ■ a){X^)Z^\\ ds < max \Vxu{y)\^ ■ 2tK^{l + E{\X^\^)} 

y&Dn 

< max \Xxu{y)\‘^ ■ 2tK^{l + Ce^^{l + |xp)}. 

y&Dn 
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Entonces el valor esperado de la integral estoeastiea es eero y u{x) = E[Mp] donde 


rtATn 


M," - / h(X;)Z; ds, t>0, n> 1. 


Debido a que r„ 


-)■ Txj para eada t > 0 se tiene 


C.S. 


M, := u{Xf^JZ, 


n^oo 
rtATx 


> Mt, donde 


tArx 


h(x;)z‘ds. 


Dado que |M"| < max^g^ \u{y) \+t- max^^g^ \h{y)\, para todo n > 1, por eonvergeneia dominada 


ElM!' 


-)■ E [Mt], \ft > 0. Por ultimo, usando la estimaeion 


\Mt\ < max \u{y)\ + ■ max \h{y)\, 

yeD yeD 


la hipotesis E[tx] < +C )0 y de nuevo eonvergeneia dominada se obtiene 

E[M,] E[n(Xl)Zl] - E f’h(X-)Ztd, = E[f(Xl)Zl] - E f’h(X-)Z-d,. 


Como u{x) no depende ni de t ni de n, tomando el Ifmite euando t—)-ooy?7,—)-cx)se eoneluye 
finalmente que 

^ix)=E[f{Xl)z:2-E rh{X^)z:ds 


u( 


lo eual prueba la proposieion. 


□ 


Es natural preguntarse, ^euando se tiene la eondieion (2.4.4)? Ea siguiente proposieion da una 
eondieion sufieiente para (2.4.4): 

Proposieion 2.26. Suponga que para el dominio abierto y acotado D se cumple para algun 1 < 
i < d, 

mniaij(a;) > 0. (2.4.6) 


xGD 


Entonces E[tx] < +cxd, Vx G Z?. 


Demostracidn. Sean A := mm^g;^ ajj(x), B := max 3 ,g^ |6(x)|,g := mm.^^jyXi y u > 2B/A, y 
eonsidere la funeion 

h{x) := X ^ D, p > 0. 

Esta funeion es de elase C°°{D) y satisfaee 

— {Lh){x) = [^iA‘^aii{x) + z/lEj(a;)} > ^Apue'^'^ , x G /?. 

Eseogemos /i > 0 sufieientemente grande tal que Lh < — 1 en Z?, y aplieando formula de Ito eon la 
funeion h obtenemos 


rtATx 


dtATx 


h{X^^J - h{x) = / {Lh){x:) ds + / {Vxh ■ a){x:) dWs 


rtATx 


< -{t A Tx) + 


{Xxh-a){X-)dWs 
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La funcion h y sus derivadas son acotadas en D, luego 


rtATx 


V^h-a){X^)\\ ds < +cx>, 


E{tAT^) < h{x) -E[h{X^^^J] < 2max|/i(?/)|. 

y£D 


Haciendo t —)■ oo se obtiene el resultado. 


□ 


Observacion 2.27. La condicion ( |2.4.6[ ) es mas fuerte que elipticidad pero mas debil que elipticidad 
uniforme sobre D. Se puede ver que bajo las hipotesis 


1. L es uniformemente elfptiea, 

2. los eoeficientes aij{x), Wfx), c{x) y g{x) son Holder eontinuos y 

3. todo a e dD tiene la propiedad de la esfera exterior, es decir, existe una bola cerrada B[a,e\ 
tal que B[a,e\i^ D = 0, B[a, e] fl dD = {a}. 

(ademas de la eontinuidad de / sobre dD) existe una funeion u G C{D) fl C‘^{D) (de heeho eon de¬ 
rivadas pareiales en D se segundo orden Holder eontinuas) que es solueion el problema de Diriehlet 
( |2A3] ). Ver HFRIE 64l[FRli^ . 
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